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Wielosciany foremne w krainie Plaszczaków

Od dawien dawna (a scislej od czasów Euklidesa) wiadomo, ze istnieje

tylko piec wypuklych bryl foremnych: czworoscian, szescian, osmioscian,

dwunastoscian i dwudziestoscian. Bryly sa, rzecz jasna, tworami

przestrzennymi, spróbujemy jednak wykazac ów znany od stuleci fakt,

nie wychodzac z plaszczyzny.

Wprowadzmy zatem na scene graf (którym to okresleniem bedziemy

nazywac tu tylko te obiekty, które w prawdziwej teorii nazywaja sie

grafami planarnymi).

Otóz graf to po prostu pewien zbiór punktów (wystarcza nam zbiory

skonczone), zwanych wierzcholkami, i linii, zwanych krawedziami,

z których kazda laczy dwa wierzcholki. Zakladamy dodatkowo, ze owe

linie mozna zawsze narysowac na plaszczyznie tak, by zadne dwie nie

mialy punktów wspólnych poza wierzcholkami (to jest wlasnie owa

planarnosc). Oto pare przykladów:

(a) (b) (c) (d)

Rys. 1. Nie rozrózniamy grafów, które - choc narysowane inaczej - realizuja ten sam system polaczen miedzy wierzcholkami,

jak (c) i (d).

Mozecie sie przekonac, ze graf l(c)

mozna narysowac tak - nie zmieniajac

polaczen miedzy wierzcholkami - by

dowolna z jego scian stala sie sciana

nieskonczona·

Dla celu, jaki sobie wytyczylismy, bedziemy rozpatrywac graf y z jeszcze

jedna, dodatkowa wlasnoscia: przyjmiemy mianowicie, ze krawedzie

grafu tworza na plaszczyznie przylegajace wielokaty (choc niekoniecznie

z prostoliniowymi bokami) i to tak, by zaden z nich nie byl calkowicie

otoczony przez inny, a z kazdego wierzcholka mozna bylo dojsc po

krawedziach do kazdego innego. Takie graf y nazwiemy wielokatnymi. Na

rysunku 1 jest nim tylko graf (c) - czyli (d) - bowiem (a) nie sklada sie

z wielokatów, a w (b) jeden wielokat otacza drugi. W sród wielokatów

grafu sa takie, które nie zawieraja w swoim wnetrzu zadnej krawedzi:

nazwiemy je scianami grafu - ale to nie wszystko: uznamy, ze kazdy graf

ma jeszcze jedna sciane (nieskonczona), która jest cala czesc plaszczyzny

na zewnatrz grafu. Wówczas graf z rysunku 1(c) bedzie mial 6 scian,

z których kazda jest ograniczona 3 lub 4 krawedziami - nawet sciana

nieskonczona, która ograniczaja cztery zewnetrzne krawedzie grafu.

Ciekawostka jest fakt, ze dla grafów wielokatnych zachodzi tzw. wzór

Eulera, znany Wam, byc moze, w wersji dla wieloscianów: jesli przez w

oznaczymy liczbe wierzcholków bryly, przez k liczbe jej krawedzi,
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(1)

a przez 5 liczbe scian, to

w - k + 5 = 2.

Otóz tak samo jest dla grafów wielokatnych, z czego nie omieszkamy

niebawem skorzystac.

Pora wreszcie zajac sie zapowiedzianym problemem. Powiemy, ze graf G

jest calkowicie regularny, jesli w kazdym wierzcholku spotyka sie zawsze

tyle samo krawedzi oraz kazda sciane ogranicza tez taka sama liczba

krawedzi. Ilez to moze byc takich grafów calkowicie regularnych?

Wdajmy sie w obliczenia. Niech m bedzie liczba krawedzi wychodzacych

z kazdego wierzcholka, a m' liczba krawedzi ograniczajacych kazda sciane.

Wówczas, jak latwo sie przekonac,

2 . k = m .w = m' . 5,

czyli k = -21. m· w i 5 = m . w. Podstawmy te wartosci do wzoru Euleram'

(nadszedl jego czas!):

w (1 - ~m + m) = 22 m' ,

albo inaczej: w(2m' - mm' + 2m) = 4m'. Wyrazenie w nawiasie

musi byc, rzecz jasna, dodatnie, wiec (szczególy prostego obliczenia

wspanialomyslnie zostawiamy Czytelnikowi) mamy warunek

(m' - 2) . (m - 2) < 4.

Pamietajac o naszych docelowych wieloscianach (nawet Plaszczaki

- wspaniale, choc calkowicie plaskie istoty z ksiazki Edwina Abbotta

- slyszaly o ich istnieniu), mozemy zalozyc, ze kaida z liczb m i m'

jest wieksza od 2. Okazuje sie, ze jedynymi rozwiazaniami ostatniej

nierównosci sa nastepujace pary wartosci tych liczb: (1) m = 3 i m' = 3,

(2) m = 3 i m' = 4, (3) m = 3 i m' = 5, (4) m = 4 i m' = 3 oraz (5) m = 5

i m' = 3. Z poprzednich wzorów, wiazacych liczby w, k i 5, latwo wynika,

ze w przypadku (1) sa one równe odpowiednio 4, 6, 4, dla (2) to 8, 12, 6,

dla (3) mamy 20, 30, 12, dla (4) wychodzi 6, 12,8, a dla (5) 12,30, 20.

Te liczby scian wydaja sie cos przypominac ... I rzeczywiscie:

(2) (3) (4) (5)

Rys. 2. (1) czworoscian, (2) szescian, (3) dwunastoscian, (4) osmioscian, (5) dwudziestoscian.

Twierdzenie udowodnione (niestety, nie po raz pierwszy). W nagrode

mala zabawa. Co wyjdzie, jesli w grafie szescianu narysujemy kropke

wewnatrz kazdej sciany, a potem polaczymy kazda pare kropek

sasiadujacych scian tak, by laczaca je linia przeciela wspólna dla obu

scian krawedz szescianu (nie zapomnijmy o scianie nieskonczonej)? A co

bedzie, gdy zrobimy to samo z osmioscianem? A z pozostalymi trzema

grafami?

Powodzenia!

Mala Delte przygotowal Wiktor BARTOL
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