Klub 44

Rys. 1

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 270 (WT=2,28) i 271 (WT=3,14)

z numeru 1/1999

Andrzej Idzik ~ Bolestawiec
Andrzej Nowogrodzki - Chociandw
Aleksander Surma - Myszkdw
Artur Arciszewski - Kielce

L n2;12

20,54
29,08
20,83
15,62

Rozwigzanie zadania M B89,

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego 1 Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwiazania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoécia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspdlczynnik trudnosei danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1 w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 4/1999

Przypominamy tres¢ zadan:

2786, Izolowane termicznie naczynie jest przedzielone na dwie czeéci: jedna czesé zawiera 50 g wody

o temperaturze 70°C, a w drugiej (o objetosci 0,2 m*) jest préznia. Usunieto przegrode rozdzielajaca
obie czgsci. Obliczy¢ koncows temperature wody i pary (w stanie réwnowagi). Dane sa: cieplo
wlasciwe wody ¢ = 4,19 J/(g- K) oraz tabela przedstawiajaca zaleznosé ciepla parowania wody g oraz
gestodci pary wodnej nasyconej ¢ od temperatury:

T (°C) 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70
g (J/g) 2471 2460 2448 2437 2425 2414 2402 2391 2379 2368 2357 2345 2333
e (g/m®) 9,40 12,8 17,3 23,0 30,3 39,5 51,0 653 82,7 103,9 129,5 160,2 196,7
277. Promien dwiatla pada prostopadle na siatke dyfrakcyjna o stalej d = 2 um, za ktéra w pewnej

odleglosci znajduje si¢ ekran (rys. 1). Zaobserwowane na ekranie widmo zostalo przedstawione na
okladce Delty 4/1999. Obliczy¢ dlugosci fali trzech zaznaczonych linii widmowych.

276. Zamiast rozpatrywaé parowanie kolejnych porcji wody w zmieniajacej sie
temperaturze, rozwazmy réwnowazny pod wzgledem energetycznym (a znacznie
prostszy) proces, w ktérym najpierw cala mase M = 50 g wody oziebiamy do koncowej
temperatury T, odprowadzajac na zewnatrz cieplo, a nastepnie przy ustalonej
temperaturze zwracamy to cieplo, przeprowadzajac pewna iloé¢ wody w pare. Bilans
ciepla ma postaé

Mc(To — Tx) = Vo(Tx)q(Tw),

gdzie Tp = 70°C jest temperatura poczatkowa, a V = 0,2 m® (pomijamy

niewielkie zwigkszenie tej objetodci wynikajace ze zmniejszenia sie ilosci wody

oraz z rozszerzalnodci cieplnej). Widzimy, ze nalezy uzupelnié tabelke o rubryke

z wartosciami iloczynu g - g i wyznaczyé (graficznie lub metoda préb i bledéw) punkt
przeciecia z prosta opisana wyrazeniem (Mc/V)(To — Tk). Znajdujemy Tk =~ 22 + 23°C.

277. Oznaczmy zmierzona odlegloéé danej linii od érodka (linii $wiatla bialego na
rysunku) przez z, a nieznana odleglo$é ekranu od siatki dyfrakcyjnej przez ! — zatem
we ,wzorze siatkowym” dsin# = n) nalezy podstawié¢ sin @ = z/vz°> + I°. Pojedyncay
pomiar z nie pozwala, oczywiscie, wyznaczyé dwéch niewiadomych i A. Brakujaca
informacj¢ mozna jednak uzupelni¢ na podstawie kilkakrotnego pomiaru z dla réznych
rzedéw widma tej samej linii. Przeksztalcajac wzér siatkowy, doprowadzamy go do
postaci szczeg6lnie wygodnej do analizy graficznej

n? + ﬁlg = ﬁ

g2 T A%’

Odlézmy na jednej osi wykresu wielkoéé n*, a na drugiej n?/z? (rys. 2). Widzimy,
ze punkty odpowiadajace tej samej dlugosci fali ukladaja si¢ wzdluz réwnoleglych
prostych. Nachylenie tych prostych pozwala wyznaczyé [, a punkt przeciecia z osig n?
daje wielko$é¢ n'? odpowiadajaca formalnemu podstawieniu n®/z? = 0 w powyzszym
wzorze (czyli katowi f réwnemu 90°). Odczytujemy z wykresu dla linii niebieskiej
n'? =185 n' =4,30, cayli A = d/n' = 0,465 pm. W podobny sposéb dla linii zielonej
znajdujemy A = 0,53 pm, a dla linii czerwonej A = 0,66 pm.

Najmniejsza liczba calkowita wicksza od a = (v/3 + 1)*™ jest réwna Poniewaz (v3 £ 1)? = 4 + 24/3, wiec

b= (V3 -1 4 (V34 1)*™. b=(4-2V3)" + (44 2v/3)™ = 2™ [(2 ST (o \/51'“] .
(Liczba b jest calkowita, gdyz sktadniki z nieparzystymi Liczba (2 — \/5)"‘ + (24 \/5)’“ Jjest calkowita i parzysta (skladniki,
potegami v/3 wystgpuja w rozwinieciach obu dwumianéw ktére nie redukujg sig, gdy dodajemy rozwiniecia obu m-tych poteg
z przeciwnymi znakami; ponadto V3 -1 < 1, awiec b—a < 1.) dwumianéw, mozna polaczyé w pary). Stad juz wynika teza zadania
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Rozwigzanie zadania M 891.

W ukladzie liczenia o podstawie 1999 suma rozwazanego szeregu jest
réwna 0, 1001000010000001. . . (kolejne jedynki wystepuja na tych
miejscach po przecinku, ktérych numery s3 pelnymi kwadratami).
Rozwinigcie nie jest okresowe, gdyz miedzy dwiema jedynkami

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwiazania zadah z matematyki z numeru 4/1999

Przypominamy tre$¢ zadan:
379. Dla danej liczby naturalnej parzystej n > 2 znalezé wszystkie uklady liczb (#1,...,24)
spelniajace warunki: 0 < #; <1 dlai=1,...,n oraz
T
n i il
E ri(l=rip1) = 3 (prayjmujemy Tap41 = 1)

i=1

380. Obliczy¢ maksymalng wartodé pola tréjkata réwnobocznego, ktérego wszystkie wierzcholki leza
na brzegu prostokata o bokach dlugosci a, b (dla danych liczb a > & > 0).

379. Niech (z1,...,2,) bedzie uktadem liczb spelniajacym podane warunki.
Przyjmijmy y: = 2z; —1dlai=1,...,n; skoro 0 < z; <1, to |y;| < 1. Ponadto

n b3

2= -z =Y o (1 ) = 2 4 ) (1 - o) =

=1 i=1 i=1
=z i(l + ¥ — Yit1 — Yilis1) = ! i(l — Yi¥Yit1) = l(n - iyiym)
4 o 4 e 4 e !

skad zy.‘y.‘ﬂ = —n. Dla liczb y; o modulach nie wigkszych od 1 otrzymana

t==]
réwno$é oznacza, ze kazdy z iloczynéw yiyi41 ma wartosé —1, czyli ze uktad liczb
(y1,---,yn) jest zlozony z jedynek i minus jedynek, wystepujacych na przemian. Uktad
(z1,...,%n) ma w takim razie postaé (0,1,0,1,...,0,1) lub (1,0,1,0,...,1,0). Te dwa
uklady stanowia pelne rozwiazanie zadania.

380. Wezmy pod uwage dowolny trdjkat réwnoboczny wpisany w prostokat ABCD

o bokach dlugoéci |BC| = |DA|=a, |AB|=|CD|=1b; a > b. Na kazdym z odcinkéw
BC, DA musi leze¢ wierzcholek trojkata. Laczacy te wierzcholki bok tréjkata

jest nachylony do prostych BC i DA pod katem ¢ > 60°, a wiec jego dlugoéé nie
przekracza %\/5 b. Mamy zatem goérne oszacowanie dlugosci boku tréjkata. Bedzie ono
osiagniete, gdy ¢ = 60°; na jednym z odcinkéw BC, DA leza wéwczas dwa wierzcholki
tréjkata. Warunek na to, aby taki tréjkat istnial — to nieréwnoéé a > %\/56, czyli

b< iv3a.

Zajmiemy si¢ teraz przypadkiem, gdy ten warunek nie jest spelniony, czyli gdy

b > 3v/3a (prostokat ABC D ma ksztalt zblizony do kwadratu). Oznaczmy wierzchotki
tréjkata przez P, @, R tak, by P € DA, R € BC; trzeci wierzcholek @ lezy na jednym
z krétszych bokéw prostokata — na przyklad na boku AB — i nie pokrywa sie z zadnym
z punktéw A, B. Mozna zalozy¢, ze |AP| < |BR|; wtedy |AQ| > |BQ)|.

Oznaczmy srodki odcinkéw AB i PR odpowiednio przez M i S, i niech

T bedzie rzutem prostokatnym punktu S na odcinek BR. Tréjkaty SMQ

i STR (o przyprostokatnych odpowiednio prostopadlych) sa podobne, wiec

|SM| :|ST| =|SQ| : |SR| = v/3. Stad [SM| = +/3-|ST| = V3 - 1b, co oznacza, 7e
trojkat ABS jest rownoboczny.

WykazaliSmy w ten sposéb, ze — w rozpatrywanym przypadku (b > % 3a) — wszystkie
tréjkaty réwnoboczne PQR (P € DA, Q € AB, R € BC) maja wspdlny srodek

boku PR: jest nim wierzcholek S tréjkata réwnobocznego ABS. Odcinek PR ma
maksymalna dlugoéé, gdy punkt R pokrywa sig¢ z C. Kat BCS jest wickszy od 60°

(bo b > %-\/5 a), a wiec wierzcholek @ tréjkata réwnobocznego PQR nie ucieknie

z odcinka AB. Prosty rachunek pokazuje, ze |C'S| = \/a? — v/3ab + b2. Najwiekszy
tréjkat réwnoboczny wpisany w prostokat ABCD (gdy b > /3 a) ma bok dwukrotnie
dluzszy.

Obliczamy pola znalezionych w obu przypadkach tréjkatéw réwnobocznych
i otrzymujemy odpowiedz:
V387, gdy b < 1v3¢;

ak al le =
s danll Sl {\/g(a2+52)—3ab, edy b}% 3a.

pojawiaja sie ciagl zer, ktérych dlugoéci sa kolejnymi liczbami
parzystymi. A zatem suma szeregu nie jest liczba wymierna, bowiem
wszystkie liczby wymierne majga (w ukladzie o dowolnej podstawie
calkowitej!) rozwiniecia skoniczone lub okresowe.
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