Sumy dwoch kwadratow i kolejne liczby naturalne
Lew KURLANDCZYK ¢ Andrzej NOWICKI

W artykule ,Rézne rozktady na sumy kwadratéw” (Delta 3/1998, str. 12-13)
zajmowali$my sie liczbami naturalnymi majacymi rozklady na sume dwéch
kwadratow, w ktérych wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb naturalnych.
Przykladem takiej liczby jest 1105. W rozkladach

b 1105 .= 317 4122 = 322 4 9% — 337 it
wystepuja trzy kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna wlasno$é maja,
na przyklad, liczby: 12025, 66625, 252601. WykazaliSmy, ze liczb tego typu jest
é nieskonczenie wiele.
W tym artykule podamy pewien algorytm, za pomoca ktérego mozna znalezé

wszystkie takie liczby. Dokladniej, opiszemy wszystkie pary (M, n), w ktérych
M,n > 1 sa takimi liczbami naturalnymi, ze

(1) M= (n-12+k = n’+k = (n+1)> +43,

& dla pewnych liczb naturalnych ki, ko, k3. We wspomnianym artykule
udowodniliémy, ze liczba M spelnia (dla pewnego n > 1) warunek (1) wtedy
1 tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby naturalne b > a, ze a® + b2 + 1 jest liczba
kwadratowa oraz M = a?b? + a? + b? + 1. Nasze zadanie sprowadza sie zatem do
rozwiazania nastepujacego problemu.

Problem. Znalei¢ wszystkie pary (a,b) takich liczb naturalnych, ze b > a
i 14 a?+ b2 jest liczbg kwadratowq.

é Jesli para (a,b) jest taka, jak w tym problemie, to liczby
M=(®+1)(*+1), n=ab,
@ ki=a+b, ky=Va+b2+1, ks=b-a
spelniaja warunek (1).
& Niech ¢ = a? + b®> + 1 i niech t = ¢ — b. Wéwezas z réwnosei
(b +1)? = a? + b? + 1 otrzymujemy réwnoéé
(3) a® =2 EF -1,
Zalézmy najpierw, ze t = 1. Wéwczas a? = 2b i stad (a,b) = (2r, 2r?), gdzie r
é Jest liczbg naturalng. Dla kazdego r > 1 mamy par¢ (a,b) = (2r, 2r?), spetniajaca

warunki podane w problemie. Podstawiajac to do (2) otrzymujemy (odpowiednio
dla r = 2, 3,4, 5) nastepujace rozklady:

1106 = 3124122 = 3224 9?7 .=l NRIE
12026 = 10724242 = 10824192 = 1092+ 122,
66626 = 2552+402 = 25624332 = 25724 242
252601 = 49924602 = 500%+512 "= _§01° 402

Powréémy do réwnodci (3) 1 zalézmy, ze ¢ > 1. Poniewaz reszta z dzielenia

przez 4 liczby kwadratowej a? nie moze by¢ réwna 3, wiec ¢ nie moze by¢é

liczba parzysta. Zatem ¢ jest liczba nieparzysta. Zauwazmy ponadto, ze ¢ nie
moze by¢ podzielne przez 3. Gdyby tak bylo, wéwczas reszta z dzielenia liczby
kwadratowej a? przez 3 bylaby liczba 2, a to jest niemozliwe. Wykazalismy wiec,
et #2,3 4.

Niech ¢t = 5. Wtedy a? = 10b + 24, skad tatwo wynika, ze liczby a i b sa parzyste.
Polézmy a = 2v, b = 2u, gdzie v, u sa liczbami naturalnymi. Wtedy v* = 5u + 6,
a zatem v = 5s & 1 dla pewnego naturalnego s.
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Jedliv=">5s+1, to u=>552+2s—11istad (a,b) = (105 + 2, 10s% + 45 — 2). Kazda
para (a,b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s = 1, to a = b), spelnia warunki podane
w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2, 3,4, 5)
nastepujace rozklady:

1026746 = 101124+ 682 = 10122+ 512 = 101324 242,
10251026 = 31992 +1322 = 3200241052 = 32012+ 682
53438905 = 7307242162 = 7308241797 = 73092+ 1322,
194286625 = 13935%+ 3202 = 13936242732 = 139372 + 2162

Jedliv=>5s—1, to u="5s2—2s—11istad (a,b) = (10s — 2,10s% — 45 — 2). Kaida
para (a,b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s =1, to a > b), spelnia warunki podane
w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2, 3,4,5):

202825 = 53924 482 = 54024+ 357 = 54124 122,
4534945 = 2127241042 = 21282+ 812 = 212924+ 482
29138425 = 5395241807 = 53962+ 1472 = 53972 + 1042,
119825425 = 10943242762 = 109442+ 2332 = 109452 + 1802

7 réwnosci (3) wynika, ze liczba a jest rozwiazaniem kongruencji:
(4) z? = —1 (mod t).

Do dalszych rozwazan potrzebne nam beda pewne dobrze znane fakty dotyczace
rozwiazan tej kongruencji. Fakty te znajdziemy, na przyktad, w ksiazce Wactawa
Sierpinskiego Teoria liczb (Warszawa—Wroctaw 1950) lub w ksiazce Iwana
Winogradowa Elementy teorii liczb (PWN, Warszawa 1954).

Wiadomo, ze jedli ¢ jest nieparzysta liczbg pierwsza, to kongruencja (4) ma
rozwigzanie doktadnie wtedy, gdy ¢ jest postaci 4k + 1 (wtedy rozwiazaniem
jest © = £(2k)!). W ogélnym przypadku, gdy ¢ jest dowolna liczba naturalna
nieparzysta, kongruencja (4) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ nie
dzieli sie przez zadna liczbe pierwsza postaci 4k + 3. Jeéli ¢ > 1, to ¢ musi mieé
zatem postaé

t=pr'ps,
gdzie n; > 0,...,n; > 0 oraz py,...,ps sa parami réznymi liczbami pierwszymi
postaci 4k + 1. W takim przypadku kongruencja (4) ma dokladnie 2¢ rozwigzan
modulo t. W przedziale [1,100] taka liczba ¢ jest dokladnie jedna z liczb:

1,5,13,17,25,29,37,41,53,61,65,73,85,89,97.

;ﬁ Rozpatrzylismy juz dwa przypadki ¢ = 11 ¢ = 5. Analogicznie postepujemy dla
Rozwiqzanie zadania M 886, kazdego (nieparzystego) ¢ spelniajacego opisane warunki.

Nasz ciag jest ciggiem rosnacym. Mozemy
M ATy 2 1 b 25 waglediie Na zakonczenie rozpatrzmy jeszcze przypadek ¢ = 13. Mamy wtedy réwnosé

pierwsze (w przeciwnym przypadku

xz; dla i > 1 bedg podzielne przez a"! = 26b + 168, Z ktérej W)’Illka., ze Ilczby alb 58 pa.rzyste. POl’éZIﬂy a = 21},
NWD(a,b)). Wtedy a i oy (k> 1) beda  § = 2y, Wtedy v? = 13u +42’ wi(gc v=13r+4.

réwniez wzglednie pierwsze. Ustalmy k

| rozwazmy licaby Zx, Tx41, - Thtny-  Jefliv=13r+ 4, tou=13r24+8r - 21i stad (a,b) = (26r + 8,26r% + 167 — 4).

Z zasady szulladkowe) Dirichleta wynika, . i = - .
7e istniejn wérdd nich takie dwie liezby, ~ Kazda taka para (a,b) spelnia warunki podane w problemie. Podstawiajac

np. &5 i g (p > q)2e wx|(zp — @q). do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 1,2, 3) rozktady:

Mamy #, — 24 = a{2,-1 — 24-1), skad

wynika, ze réwniez ai|(@p-1 — ¥g-1) (bo

NWD(a, 7x) = 1). Zmnicissajac dalei 1671865 = 129124 722 = 12922+ 512 = 120324 42
wskaZniki w podobny sposdb, preekonamy & 9 9 9 9 9 9

sie w koricu, 2e xg|(Tigp—q — Tx), skad 62747425 = 7919 + 192 = 7920 + 145 = 7921 - 72 y
wynika, 12 Ty |Trppq, c2yli Ze Tryp_gq =

o e L o BTI677145 = 23907°+364° = 23008242912 = 239092+ 1922,
rozumowaniu k bylo dowolne, wiec teza " ;

Jest udowodniona. Podobnie postgpluemy, gdy v=13r — 4.

11



