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W artykule "Rózne rozklady na sumy kwadratów" (Delta 3/199S, str. 12-13)

zajmowalismy sie liczbami naturalnymi majacymi rozklady na sume dwóch

kwadratów, w których wystepuja kwadraty trzech kolejnych liczb naturalnych.

Przykladem takiej liczby jest 1105. W rozkladach

1105 = 312 + 122 = 322 + 92 = 332 + 42

wystepuja trzy kolejne liczby naturalne: 31, 32 i 33. Podobna wlasnosc maja,

na przyklad, liczby: 12025, 66625, 252601. Wykazalismy, ze liczb tego typu jest
nieskonczenie wiele.

W tym artykule podamy pewien algorytm, za pomoca którego mozna znalezc

wszystkie takie liczby. Dokladniej, opiszemy wszystkie pary (M, n), w których

M, n > 1 sa takimi liczbami naturalnymi, ze

(1)

(2)

dla pewnych liczb naturalnych kI, k2, ka. We wspomnianym artykule

udowodnilismy, ze liczba M spelnia (dla pewnego n > 1) warunek (1) wtedy

i tylko wtedy, gdy istnieja takie liczby naturalne b > a, ze a2 + b2 + 1 jest liczba

kwadratowa oraz M = a2b2 + a2 + b2 + 1. Nasze zadanie sprowadza sie zatem do

rozwiazania nastepujacego problemu.

Problem. Znalezc wszystkie pary (a, b) takich liczb naturalnych, ze b > a

i 1+ a2 + b2 jest liczba kwadratowa.

Jesli para (a, b) jest taka, jak w tym problemie, to liczby

M = (a2 + 1)(b2 + 1), n = ab,

kI=a+b, k2=V'a2+b2+1, ka=b-a

spelniaja warunek (1).

Niech c2 = a2 + b2 + 1 i niech t = c-b. Wówczas z równosci

(b + t)2 = a2 + b2 + 1 otrzymujemy równosc

(3)

Zalózmy najpierw, ze t = 1. Wówczas a2 = 2b i stad (a, b) = (21',21'2), gdzie l'

jest liczba naturalna. Dla kazdego l' > 1 mamy pare (a, b) = (21',21'2), spelniajaca

warunki podane w problemie. Podstawiajac to do (2) otrzymujemy (odpowiednio

dla l' = 2,3,4,5) nastepujace rozklady:

1105=312 + 122=322 + 92
332 + 42,

12025

=1072 + 242=10S2 + 192=1092 + 122,

66625

=2552 + 402=2562 + 332=2572 + 242,

252601

=4992 + 602=5002 + 512=5012 + 402.

Powrócmy do równosci (3) i zalózmy, ze t > 1. Poniewaz reszta z dzielenia

przez 4 liczby kwadratowej a2 nie moze byc równa 3, wiec t nie moze byc

liczba parzysta. Zatem t jest liczba nieparzysta. Zauwazmy ponadto, ze t nie

moze byc podzielne przez 3. Gdyby tak bylo, wówczas reszta z dzielenia liczby

kwadratowej a2 przez 3 bylaby liczba 2, a to jest niemozliwe. Wykazalismy wiec,

ze t i- 2,3,4.

Niech t = 5. Wtedy a2 = lOb + 24, skad latwo wynika, ze liczby a i b sa parzyste.

Polózmy a = 2v, b = 2u, gdzie v, u sa liczbami naturalnymi. Wtedy v2 = 5u + 6,

a zatem v = 5s ± 1 dla pewnego naturalnego s.
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Jesli v = 5s + 1, to u = 5s2 + 2s -1 i stad (a, b) = (lOs + 2, 10s2 + 4s - 2). Kazda

para (a, b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s = 1, to a = b), spelnia warunki podane

w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2,3,4,5)

nastepujace rozklady:

1026745 =10112 + 682=10122 + 512=10132+ 242,

10251025

=31992 + 1322=32002 + 1052=32012 + 682,

53438905

=73072 + 2162=73082 + 1792=73092 + 1322,

194286625

=139352 + 3202=139362 + 2732=139372 + 2162.

Jesli v = 5s - 1, to u = 5s2 - 2s - 1 i stad (a, b) = (lOs - 2, 10s2 - 4s - 2). Kazda

para (a, b) takiej postaci, dla s > 1 (jesli s = 1, to a> b), spelnia warunki podane

w problemie. Podstawiajac do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 2,3,4,5):

292825=5392 + 482=5402 + 352=5412 + 122,

4534945

=21272 + 1042=21282 + 812=21292 + 482,

29138425

=53952 + 1802=53962 + 1472=53972 + 1042,

119825425

=109432 + 2762=109442 + 2332=109452 + 1802.

Z równosci (3) wynika, ze liczba a jest rozwiazaniem kongruencji:

Do dalszych rozwazan potrzebne nam beda pewne dobrze znane fakty dotyczace

rozwiazan tej kongruencji. Fakty te znajdziemy, na przyklad, w ksiazce Waclawa

Sierpinskiego Teoria liczb (Warszawa-Wroclaw 1950) lub w ksiazce Iwana

Winogradowa Elementy teorii liczb (PWN, Warszawa 1954).

Wiadomo, ze jesli t jest nieparzysta liczba pierwsza, to kongruencja (4) ma

rozwiazanie dokladnie wtedy, gdy t jest postaci 4k + 1 (wtedy rozwiazaniem

jest x = ±(2k)!). W ogólnym przypadku, gdy t jest dowolna liczba naturalna

nieparzysta, kongruencja (4) ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy t nie

dzieli sie przez zadna liczbe pierwsza postaci 4k + 3. Jesli t > 1, to t musi miec

zatem postac

(4) x2 == -1 (mod t).

gdzie nI > O, ... , ns > O oraz Pl, ... ,Ps sa parami róznymi liczbami pierwszymi

postaci 4k + 1. W takim przypadku kongruencja (4) ma dokladnie 2S rozwiazan

modulo t. W przedziale [1,100] taka liczba t jest dokladnie jedna z liczb:

1,5,13,17,25,29,37,41,53,61,65,73,85,89,97.

Rozpatrzylismy juz dwa przypadki t = 1 i t = 5. Analogicznie postepujemy dla

kazdego (nieparzystego ) t spelniajacego opisane warunki.

Na zakonczenie rozpatrzmy jeszcze przypadek t = 13. Mamy wtedy równosc

a2 = 26b + 168, z której wynika, ze liczby a i b sa parzyste. Polózmy a = 2v,

b = 2u. Wtedy v2 = 13u + 42, wiec v = 131' ± 4.

Jesli v = 131' + 4, to u = 131'2 + 81' - 2 i stad (a, b) = (261' + 8, 261'2 + 161' - 4).

Kazda taka para (a, b) spelnia warunki podane w problemie. Podstawiajac

do (2) otrzymujemy (odpowiednio dla s = 1,2,3) rozklady:

Podobnie postepujemy, gdy v = 131' - 4.

Rozwiazanie zadania M 886.
Nasz ciag jest ciagiem rosnacym. Mozemy

zalozyc, ze liczby a i b sa wzglednie

pierwsze (w przeciwnym przypadku

x i dla i 2' 1 beda podzielne przez

NWD(a,b)) Wtedy a i Xk (k 2' 1) beda

równiez wzglednie pierwsze. Ustalmy k

i rozwazray liczby Xk,X,'k+l,··· ,Xk+xk'

Z zasady szufladkowej Dirichleta wynika,

ze Istnieja wsród nich takie dwie liczby,

np. xp i xq (p> q),ze xkl(xp - xq).

Marny xp - xq = a(x1>-1 - Xq_l), skad

wynika, ze równiez xkl(xp_l - Xq-d (bo

NWD(a, Xk) = 1). Zmniejszajac dalej

wskazniki w podobny sposób, przekonamy

sie w koncu, ze xkl(Xk+p_q - Xk), skad

wynika, iz xklxk+p_q, czyli ze X,'k+p_q

jest liczba zlozona. Poniewaz w naszym

rozumowaniu k bylo dowolne, wiec teza

jest udowodniona,

1671865

62747425

571677145

12912 + 722

79192 + 1922

239072 + 3642

12922 + 512

79202 + 1452

239082 + 2912

12932 + 42,

79212+ 722,

239092 + 1922.
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