Jak podwoié¢ szeScian 1 podzieli¢c kat na trzy

Rys. 1. Przestrzenny cyrkiel — widok
z dolu.

- czyli konstrukcje geometryczne w przestrzeni
Aleksiei TRETIAKOW i Henryk ZOEADEK

Wszyscy znamy geometryczne zadania konstrukeyjne. Przewaznie chodzi tu
o konstrukcje platonskie, czyli wykonywane cyrklem 1 linijka na plaszczyznie.
Na przyklad majac odcinki o dlugosciach a i b, mozna w taki sposcb
skonstruowaé odcinek o diugosci Vab.

W naszym artykule bedzie mowa o konstrukcjach geometrycznych
wykonywanych przestrzennym cyrklem i przestrzennag linijkg.

Przestrzenny cyrkiel i przestrzenna linijka

Nietrudno domysli¢ sie, jak dziala linijka przestrzenna — daje ona plaszczyzne
przechodzaca przez dane trzy punkty nie lezace na jednej prostej.

Objaénienie dzialania przestrzennego cyrkla jest bardziej zlozone. Wyobrazmy
sobie, ze zwykly szkolny cyrkiel (z dwiema nézkami réwnej dlugoéci) obraca sie
wokdl jednej unieruchomionej nézki, a druga nézka pozostawia slad powierzchni
bocznej stozka — ostatnio takie stozki mozna rysowaé na ekranie komputera.
Bardziej precyzyjnie: dla danych trzech niewspdélliniowych punktow A, B, C|
spetniajacych warunek AB = AC, otrzymujemy (ograniczony) stozek I, ktdrego
osia jest pdiprosta AC, odcinek AB jest za$ jedna z jego tworzacych (rys. 1).

Tak jak w przypadku konstrukeji platonskich, zaréwno linijki przestrzennej, jak
i przestrzennego cyrkla mozemy uzywac wielokrotnie 1 w réznych polozeniach,
przy czym cyrkiel moze takze zmieniaé kat rozwarcia ndzek. O dlugoéei

nézek cyrkla przestrzennego zalozymy (co robi sie réwniez przy konstrukejach
platonskich), ze jest ona wystarczajaca do wykonywanych konstrukeji.

Przede wszystkim trzeba sie przekonaé, ze naszymi nowymi érodkami mozna
wykona¢ wszystkie konstrukeje platonskie. Zostawimy jednak te przyjemnosé
Czytelnikom, sugerujac, by zaczaé¢ od stwierdzenia, iz za pomoca naszych dwéch
przestrzennych narzedzi mozliwe jest wykonanie nastepujacych konstrukeji:
(a) dana jest prosta /i1 punkt A na niej; skonstruowaé plaszczyzne
przechodzaca przez A i prostopadla do [;
(b) dana jest plaszezyzna II i punkt A na niej; skonstruowaé prosta
przechodzaca przez A i prostopadla do II;
(¢) dana jest prosta [ oraz punkty A i B poza nia; skonstruowaé plaszczyzne
przechodzaca przez A 1 B oraz réwnolegla do [.
Czy te konstrukcje mozna przeprowadzi¢ bez zalozenia o réwnosci ramion
cyrkla, tzn. gdy dysponujemy jedynie stozkiem o zmiennym kacie rozwarcia?

Problem podwojenia szeScianu

Starozytni Grecy nie potrafili zrealizowaé wszystkich naturalnych konstrukeji za
pomoca zwyklego cyrkla i zwyklej linijki. Jednym z problemdw, ktéry sprawit
sporo zametu, byl problem podwojenia szescianu.

Wedle podania, gdy na wyspie Delos wybuchta epidemia, wystani do Pytii
Delfickiej postowie przywiezli odpowiedz Apollina, ze — aby zarazie zaradzié
— nalezy zwiekszyé dwukrotnie jego szeécienny oltarz ofiarny o krawedzi a,
nie zmieniajac przy tym jego ksztaltu. Nalezalo zatem skonstruowac szescian
o krawedzi av/2. Préby znalezienia platofiskiej konstrukeji odcinka o dtugosci
a+/2 okazaly sie bezowocne. A zajmowali sie tym problemem tacy uczeni, jak
Hipokrates z Chios, Archytas z Tarentu, Eratostenes, Heron i inni. Archytas
podal konstrukeje a</2 poprzez przeciecie trzech powierzchni w przestrzeni.

W pierwsze] polowie IV w.p.n.e. Menaichmos badajac przekroje stozka, wykazat,
ze liczba av/2 jest odcieta jednego z punktéw przeciecia paraboli 2? = ay
i paraboli y* = 2azx, jak tez paraboli 2 = ay i hiperboli zy = 2a”.



Rozwigzanie zadania F 504.
Promienie swiatla padajace na granice
woda—powietrze przechodzg z odrodka
bardzie] gestego optycznie do mniej
gestego. Na skutek tego promienie, ktdre
padaja na granice rozdzialu odrodkdw
pod katem réwnym lub wickszym
od granicznego, doznaja calkowitego
wewnegtrznego odbicia. Sinus tego
granicznego kata wynosi
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Dopiero w 1837 roku francuski matematyk, P. Wantzel, wykazal niewykonalnoéé
podwojenia szescianu za pomoca cyrkla i linijki na plaszczyZnie.

Spoérdd innych starozytnych probleméw, ktérych nie da sie rozwigzad

za pomoca zwyklego cyrkla i linijki, nalezy wymienié¢ trysekcje kata oraz
konstrukcje siedmiokata foremnego i dziewieciokata foremnego. Dla ich
rozwigzania Grecy stworzyli nowe, oryginalne instrumenty, np. konchoidograf.
Oméwimy te problemy w ostatniej czesci artykutu.

Powréémy do problemu podwojenia szescianu. Majac odcinki o dlugosciach
1ib, bedziemy konstruowali odcinek o dtugoéci v/b. Uzyjemy do tego
paraboli y = 22 /b i hiperboli y = 1/2. Odcieta ich punktu przeciecia na
plaszczyznie XOY to z, = v/b (patrz rys. 2).

Zadanie sprowadza sie wiec do konstrukeji paraboli i hiperboli za pomoca
naszych nowych narzedzi.

Konstrukcja paraboli y = 22/b

Ustalmy plaszczyzne II i obierzmy taki uklad wspélrzednych, by osie

OX i OY lezaly na II, a OZ byla do niej prostopadla. Niech stozek Xy,

o wierzchotku w punkcie Oy = (0, —1b, —%Eb) i kacie rozwarcia (podwojony
kat rozwarcia ramion cyrkla) 7/3, bedzie tak polozony, ze jego o§ O1K lezy
w plaszczyznie YOZ 1 przecina o§ OY w punkcie K pod katem 7 /6 (rys. 3).
Zatem pdlprosta 010 jest jedna z tworzacych stozka. Dolna tworzaca jest
réwnolegta do osi OY . Zauwazmy przy okazji, ze 010 = b, a wiec réwniez
OK = b (jako ze tréjkat O1 KO jest réwnoramienny).

Znajdziemy teraz réwnanie punktéw przeciecia IIN L. Dla M = (z,y) oznaczmy
przez M, jego rzut prostokatny na o§ OY i przez P — jego rzut prostokatny

na o§ 01 K. Zatem plaszczyzna M M, P jest prostopadla do ptaszczyzny YOZ.
Poniewaz OM, =y, wigc MyK =b—y.

Dla tréjkata prostokatnego M PM, mamy
MP?* = MM} + My P? = a® + M, K?sin®(x/6) = 2* + (b— y)* /4.

Oznaczmy przez N punkt przecigcia tworzace] 010 z plaszezyzng M PM,.
Tréjkat ON M, jest réwnoboczny, co daje ON =y 1 O1N = b+ y. Mamy zatem

MP = NP =0;Nsin(wn/6) = (b+y)/2,
co razem z poprzednim wzorem daje (b+ y)?/4 = 2% + (b — y)?/4, cayli
y=z%/b.

Konstrukcja hiperboli y = 1/

Przy takim samym wyborze ptaszczyzny II i uktadu wspélrzednych niech
stozek ¥, ma wierzchotek w punkcie Q5 = (0, 0, —v/2), 0§ réwnolegta do
dwusiecznej ZXOVY i kat rozwarcia réwny /2 (rys. 4).
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Rozwiazanie zadania M 887,

Réznych od zera reszt z dzielenia przez n
jest n — 1, wiec z zasady szufladkowe]
Dirichleta wynika, ze pewne dwie liczby

2 naszego ciggu daja te sama reszte

2 dzielenia przez n. Ich rdznica jest
rowna kd dla pewnego 1 €< k < n.
Poniewaz n|kd, wiec liczby d i n nie moga

byé wzglednie pierwsze — w przeciwnym
preypadku byloby n|k, co przeczy
nierdwnodci k < n.

Rys. 5
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Poniewaz stozek X, jest przesunietym w dét stozkiem z pétosiami OX 1 OY jako
tworzacymi i dwusieczng £ZXOY jako osia, wiec jego przeciecie z plaszezyzna Il
jest hiperbola z osiami OX i OY jako asymptotami. Ogdlne réwnanie takiej
hiperboli ma postaé zy = c.

Aby pokazaé, ze ¢ = 1, wystarczy sprawdzié, ze punkt R = (1, 1, 0) lezy
w II N X5. Wynika to natychmiast z faktu, ze tréjkat OOs R jest réwnoramienny
i prostokatny.

Chetni moga réwniez wyprowadzi¢ réwnanie hiperboli II N X3 w podobny
sposéb, jak to zrobiliémy dla paraboli II N X;.

Inne nierozstrzygniete problemy starozytnych

Do problemu skonstruowania odcinka o dlugoéci bedacej pierwiastkiem
szesciennym z dlugosci danego odcinka sprowadzaja sie liczne inne problemy
konstrukeyjne. Dla przykladu rozwiazemy tu zadania wymienione na
zakoticzenie pierwszej czescl tego artykulu. Wobec tego, co juz zostalo wykazane,
bedzie to znaczylo, ze mozna je rozwiazaé za pomoca przestrzenne] linijki

i przestrzennego cyrkla.

Siedmiokat foremny

W tréjkacie réwnoramiennym ABC, gdzie AB = BC'= R i ZABC = w7,
obliczymy dtugosé d boku AC. Mamy ZA = £C = 3 /7. Jesli punkty D i E
na boku AB sa obrane tak, ze pélproste CD 1 C'E dziela £C na trzy réwne
czedei (po 7/7; rys. 5), to wtedy CD = CA =d, a z podobieristwa AACD

i AABC mamy AD = d?/R. Poniewaz tréjkat CBE jest réwnoramienny, wiec
EB=FEC=R-d.

Tu skorzystamy z (niezbyt popularnego) twierdzenia o dwusiecznej kata, ktore
glosi, ze kwadrat jej dlugosci jest réwny réznicy miedzy iloczynem dlugosci
bokéw wychodzgcych z danego wierzchotka 1 tloczynem dlugosci odcinkéw, na
ktére dwusieczna dzieli przeciwlegly bok (prosimy je udowodnié). Stosujac je do
tréjkata DBC otrzymujemy
EC? = DC - BC — DE - BE,

czyli

(R—d)? =dR - (d - d*/R)(R - d),

co daje réwnanie trzeciego stopnia z niewiadoma d

d®— Rd* - 2R’d+ R® = 0.
Takie za$ réwnanie mozna (za pomoca wzoréw Cardano) rozwiazac, gdy umie
sie wyciagac pierwiastki drugiego 1 trzeciego stopnia - a to juz umiemy. Mozemy
wiec skonstruowaé tréjkat z rysunku 5, czyli segment czternastokata foremmego.
Laczac za$ co drugi wierzcholek tego czternastokata, otrzymujemy siedmiokat
foremny.

Dziewigciokat foremny
Czytelnik zechce sprawdzié, ze przeprowadzajac podobne rozumowanie dla
tréjkata réwnoramiennego o kacie w/9 przy wierzchotku, otrzymamy dla d
rownanie

d® —3R*d+ R* =0,

co daje osiemnastokat, a w konsekwencji i dziewigciokat foremny.

Trysekeja kata, czyli podzial kata na trzy réwne czesci.
Gdy kat o jest dany przez jego sinus réwny m, to, wobec tozsamosci
sin o = 3sin(a/3) — 4sin®(a/3), mamy réwnanie

4 —3n4+m=0,
z niewiadoma n = sin(a/3). Jesli za§ mamy znaleziong wartos¢ sinusa
(czyli dlugosé przeciwleglej przyprostokatnej w tréjkacie prostokatnym
o przeciwprostokatnej réwnej 1), to mamy i kat.
Tak wiec wszystkie te konstrukeje mozna wykonaé przestrzenna linijka
i przestrzennym cyrklem.
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