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Wszyscy znamy geometryczne zadania konstrukcyjne. Przewaznie chodzi tu

o konstrukcje platonskie, czyli wykonywane cyrklem i linijka na plaszczyznie.

Na przyklad majac odcinki o dlugosciach a i b, mozna w taki sposób

skonstruowac odcinek o dlugosci vaE.

W naszym artykule bedzie mowa o konstrukcjach geometrycznych

wykonywanych przestrzennym cYTklem i przestrzenna linijkq.
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Rys. 1. Przestrzenny cyrkiel - widok
z dolu.

Przestrzenny cyrkiel i przestrzenna linijka

Nietrudno domyslic sie, jak dziala linijka przestrzenna - daje ona plaszczyzne

przechodzaca przez dane trzy punkty nie lezace na jednej prostej.

Objasnienie dzialania przestrzennego cyrkla jest bardziej zlozone. Wyobrazmy

sobie, ze zwykly szkolny cyrkiel (z dwiema nózkami równej dlugosci) obraca sie

wokól jednej unieruchomionej nózki, a druga nózka pozostawia slad powierzchni

bocznej stozka - ostatnio takie stozki mozna rysowac na ekranie komputera.

Bardziej precyzyjnie: dla danych trzech niewspólliniowych punktów A, B, C,

spelniajacych warunek AB = AC, otrzymujemy (ograniczony) stozek I:, którego

osia jest pólprosta AC, odcinek AB jest zas jedna z jego tworzacych (rys. 1).

Tak jak w przypadku konstrukcji platOllskich, zarówno linijki przestrzennej, jak

i przestrzennego cyrkla mozemy uzywac wielokrotnie i w róznych polozeniach,

przy czym cyrkiel moze takze zmieniac kat rozwarcia nózele O dlugosci

nózek cyrkla przestrzennego zalozymy (co robi sie równiez przy konstrukcjach

platonskich), ze jest ona wystarczajaca do wykonywanych konstrukcji.

Przede wszystkim trzeba sie przekonac, ze naszymi nowymi srodkami mozna

wykonac wszystkie konstrukcje platonskie. Zostawimy jednak te przyjemnosc

Czytelnikom, sugerujac, by zaczac od stwierdzenia, iz za pomoca naszych dwóch

przestrzennych narzedzi mozliwe jest wykonanie nastepujacych konstrukcji:

(a) dana jest prosta l i punkt A na niej; skonstruowac plaszczyzne

przechodzaca przez A i prostopadla do l;

(b) dana jest plaszczyzna II i punkt A na niej; skonstruowac prosta

przechodzaca przez A i prostopadla do II;

(c) dana jest prosta l oraz punkty A i B poza nia; skonstruowac plaszczyzne

przechodzaca przez A i B oraz równolegla do l.

Czy te konstrukcje mozna przeprowadzic bez zalozenia o równosci ramion

cyrkla, tzn. gdy dysponujemy jedynie stozkiem o zmiennym kacie rozwarcia?

Problem podwojenia szescianu
Starozytni Grecy nie potrafili zrealizowac wszystkich naturalnych konstrukcji za

pomoca zwyklego cyrkla i zwyklej linijki. Jednym z problemów, który sprawil

sporo zametu, byl problem podwojenia sze.5cianu.

Wedle podania, gdy na wyspie Delos wybuchla epidemia, wyslani do Pytii

Delfickiej poslowie przywiezli odpowiedz Apollina, ze - aby zarazie zaradzic

~ nalezy zwiekszyc dwukrotnie jego szescienny oltarz ofiarny o krawedzi a,

nie zmieniajac przy tym jego ksztaltu. Nalezalo zatem skonstruowac szescian

o krawedzi a -012. Próby znalezienia platonskiej konstrukcji odcinka o dlugosci

a.y2 okazaly sie bezowocne. A zajmowali sie tym problemem tacy uczeni, jak

Hipokrates z Chios, Archytas z Tarentu, Eratostenes, Heron i inni. Archytas

podal konstrukcje a-012 poprzez przeciecie trzech powierzchni w przestrzeni.

W pierwszej polowie IV w.p.n.e. Menaichmos badajac przekroje stozka, wykazal,

ze liczba a-012 jest odcieta jednego z punktów przeciecia paraboli x2 = ay

i paraboli y2 = 2ax, jak tez paraboli x2 = ay i hiperboli xy = 2a2.
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Rys.2

x*=Vb

Dopiero w 1837 roku francuski matematyk, P. Wantzel, wykazal niewykonalnosc

podwojenia szescianu za pomoca cyrkla i linijki na plaszczyznie.

Sposród innych starozytnych problemów, których nie da sie rozwiazac

za pomoca zwyklego cyrkla i linijki, nalezy wymienic trysekcje kata oraz

konstrukcje siedmiokata foremnego i dziewieciokata foremnego. Dla ich

rozwiazania Grecy stworzyli nowe, oryginalne instrumenty, np. konchoidograf.

Omówimy te problemy w ostatniej czesci artykulu.

Powrócmy do problemu podwojenia szescianu. Majac odcinki o dlugosciach

l i b, bedziemy konstruowali odcinek o dlugosci Vb. Uzyjemy do tego

X paraboli y = x2/b i hiperboli y = l/x. Odcieta ich punktu przeciecia na
plaszczyznie XOY to x* = Vb (patrz rys. 2).

Zadanie sprowadza sie wiec do konstrukcji paraboli i hiperboli za pomoca

naszych nowych narzedzi.

Rozwiazanie zadania F 504.

Promienie swiatla padajace na granice

woda-powietrze przechodza z osrodka

bardziej gestego optycznie do mniej

gestego. Na skutek tego promienie, które

padaja na granice rozdzialu osrodków

pod katem równym lub wiekszym

od granicznego, doznaja calkowitego

wewnetrznego odbicia. Sinus tego

granicznego kata wynosi

. l
SIn 0'0 = - ,

n

gdzie n jest wspólczynnikiem zalamania

woda-powietrze.

Na powierzchnie moga wydostac sie

jedynie promienie zawarte w stozku

o wierzcholku w zródle swiatla i kacie

rozwarcia 20'0 oraz srednicy podstawy

2Ro, takiej ze

Ro = htgao,

gdzie h jest glebokoscia wody.

Wyznaczajac tgao

l
tgao = vn2 _ l

otrzymujemy minimalny promien plytki

mogacej zaslonic zródlo swiatla

h

Ro = vn2 _ l "" 11,4 cm.

Konstrukcja paraboli y = x2/b

Ustalmy plaszczyzne II i obierzmy taki uklad wspólrzednych, by osie

OX i OY lezaly na II, a OZ byla do niej prostopadla. Niech stozek ~l,

o wierzcholku w punkcie Ol = (O, - lb, -:q.b) i kacie rozwarcia (podwojony
kat rozwarcia ramion cyrkla) 1r/3, bedzie tak polozony, ze jego os OlK lezy

w plaszczyznie YOZ i przecina os OY w punkcie K pod katem 1r/6 (rys. 3).

Zatem pólprosta 010 jest jedna z tworzacych stozka. Dolna tworzaca jest

równolegla do osi OY. Zauwazmy przy okazji, ze 010 = b, a wiec równiez

OK = b (jako ze trójkat OlKO jest równoramienny).

Znajdziemy teraz równanie punktów przeciecia II n ~l. Dla M = (x, y) oznaczmy

przez My jego rzut prostokatny na os OY i przez P - jego rzut prostokatny

na os OlK. Zatem plaszczyzna M MyP jest prostopadla do plaszczyzny YOZ.

Poniewaz OMy = y, wiec MyK = b-y.

Dla trójkata prostokatnego M P My mamy

M p2 = M M; + Myp2 = x2 + MyJ{2 sin2(1r/6) = x2 + (b _ y)2 /4.

Oznaczmy przez N punkt przeciecia tworzacej 010 z plaszczyzna M P My.

Trójkat ON My jest równoboczny, co daje ON = y i OlN = b + y. Mamy zatem

M p = N P = OlN sin(1r/6) = (b + y)/2,

co razem z poprzednim wzorem daje (b + y)2/4 = x2 + (b - y)2/4, czyli

y = x2/b.

Konstrukcja hiperboli y = l/x
Przy takim samym wyborze plaszczyzny II i ukladu wspólrzednych niech

stozek ~2 ma wierzcholek w punkcie O2 = (O, O, -V2), os równolegla do

dwusiecznej LX OY i kat rozwarcia równy 1r/2 (rys. 4).

z

Rys.3 Rys. 4
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Rozwiazanie zadania M 887.

Róznych od zera reszt z dzielenia przez n

jest n-l, wiec z zasady szufladkowej

Dirichleta wynika, ze pewne dwie liczby

z naszego ciagu daj a te sama reszte

z dzielenia przez n. Ich róznica jest

równa kd dla pewnego 1 :<::: k < n.

Poniewaz nlkd, wiec liczby d i n nie moga

byc wzglednie pierwsze - w.przeciwnym

przypadku by loby n Ik, co przeczy
nierównosci k < n.

B

Rys.5
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Poniewaz stozek ~2 jest przesunietym w dól stozkiem z pólosiami OX i OY jako

tworzacymi i dwusieczna LXOY jako osia, wiec jego przeciecie z plaszczyzna II

jest hiperbola z osiami OX i OY jako asymptotami. Ogólne równanie takiej

hiperboli ma postac xy = c.

Aby pokazac, ze c = 1, wystarczy sprawdzic, ze punkt R = (1, 1, O) lezy

w II n ~2' Wynika to natychmiast z faktu, ze trójkat 002R jest równoramienny

i prostokatny.

Chetni moga równiez wyprowadzic równanie hiperboli II n ~2 w podobny

sposób, jak to zrobilismy dla paraboli II n ~1'

Inne nierozstrzygniete problemy starozytnych
Do problemu skonstruowania odcinka o dlugosci bedacej pierwiastkiem

szesciennym z dlugosci danego odcinka sprowadzaja sie liczne inne problemy

konstrukcyjne. Dla przykladu rozwiazemy tu zadania wymienione na

zakonczenie pierwszej czesci tego artykulu. Wobec tego, co juz zostalo wykazane,

bedzie to znaczylo, ze mozna je rozwiazac za pomoca przestrzennej linijki
i przestrzennego cyrkla.

Siedmiokat foremny

W trójkacie równoramiennym ABC, gdzie AB = BC = R i LABC = 7r/7,

obliczymy dlugosc d boku AC. Mamy LA = LC = 37r/7. Jesli punkty D i E

na boku AB sa obrane tak, ze pólproste CD i CE dziela LC na trzy równe

czesci (po 7r/7; rys. 5), to wtedy CD = CA = d, a z podobienstwa ó.ACD
i ó.ABC mamy AD = d2 / R. Poniewaz trójkat C BE jest równoramienny, wiec
EB =EC = R-d.

Tu skorzystamy z (niezbyt popularnego) twierdzenia o dwusiecznej kata, które

glosi, ze kwadrat jej dlugosci jest równy róznicy miedzy iloczynem dlugosci

boków wychodzacych z danego wierzcholka i iloczynem dlugosci odcinków, na

które dwusieczna dzieli przeciwlegly bok (prosimy je udowodnic). Stosujac je do

trójkata DBC otrzymujemy

EC2 = DC . BC - DE· BE,

czyli

(R - d)2 = dR - (d - d2 / R)(R - d),

co daje równanie trzeciego stopnia z niewiadoma d

d3 _ Rd2 - 2R2d + R3 = O.

Takie zas równanie mozna (za pomoca wzorów Cardano) rozwiazac, gdy umie

sie wyciagac pierwiastki drugiego i trzeciego stopnia - a to juz umiemy. Mozemy

wiec skonstruowac trójkat z rysunku 5, czyli segment czternastokata foremnego.

Laczac zas co drugi wierzcholek tego czternastokata, otrzymujemy siedmiokat

foremny.

Dziewieciokat foremny

Czytelnik zechce sprawdzic, ze przeprowadzajac podobne rozumowanie dla

trójkata równoramiennego o kacie 7r/9 przy wierzcholku, otrzymamy dla d

równanie

d3-3R2d+R3=0,

co daje osiemnastokat, a w konsekwencji i dziewieciokat foremny.

Trysekcja kata, czyli podzial kata na trzy równe czesci.

Gdy kat O:'jest dany przez jego sinus równy m, to, wobec tozsamosci

sinO:'= 3sin(0:'/3) - 4sin3(0:'/3), mamy równanie

4n3 - 3n + m = O,

z niewiadoma n = sin(0:'/3). Jesli zas mamy znaleziona wartosc sinusa

(czyli dlugosc przeciwleglej przyprostokatnej w trójkacie prostokatnym

o przeciwprostokatnej równej 1), to mamy i kat.

Tak wiec wszystkie te konstrukcje mozna wykonac przestrzenna linijka

i przestrzennym cyrklem.
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