
Kto potrafi za pomoca komputera

(ewentualnie ze skanerem), mapy Europy

i rocznika statystycznego okreslic, gdzie

lezy srodek ludnosci Europy? Radze

zaczac rozwiazywanie tego zagadnienia od

dostosowania podanego okreslenia srodka

masy do zakrzywionej powierzchni Ziemi.

Nadeslane do Delty najlepsze rozwiazanie

Redakcja opublikuje, a autorowi wyplaci

wierszówke·

Rozwiazanie zadania M 883.
Umiescmy jednakowe masy

w wierzcholkach czworokata ABCD.
Srodek masy punktów materialnych A i B
lezy w srodku odcinka AB, a srodek masy

C i D w srodku C D; zatem srodek masy

czworokata jest srodkiem tego odcinka.

Podobnie stwierdzamy, ze srodek masy

Jest srodkiem kazdego z pozostalych
odcinków.

Srodek ciezkosci czy masy?

Wojciech KOPCZYNSKI
N a poczatbt bylo Slowo, ...

Z pojeciem srodka ciezkosci zapoznalem sie na szkolnych lekcjach fizyki.

Natomiast z - wypranym z tresci fizycznej - pojeciem srodka masy zetknalem

sie po raz pierwszy na wykladzie z matematyki, prowadzonym 34 lata temu

przez Pana Andrzeja Makowskiego i majacym na celu przygotowanie do

egzaminu wstepnego na Uniwersytet Warszawski. Studiowanie fizyki przekonalo

mnie, ze srodek masy jest czyms niezmiernie waznym, a ze srodkiem ciezkosci

ani w czasie studiów, ani podczas lektury fizycznej literatury naukowej chyba sie

nawet nie zetknalem.

Zdziwil mnie ostatnio fakt, ze obecnie uczniowie dowiaduja sie o srodku masy

na lekcjach fizyki (nie we wszystkich szkolach), a o srodku ciezkosci wylacznie

od matematyków: o "srodku ciezkosci trójkata" z podreczników, a o innych

"srodkach ciezkosci" z artykulów naszego Redaktora Naczelnego. Po co, piszac

o jednym - jak sie wydaje - pojeciu, uzywac dwóch róznych okreslen? A moze

pojecia te czyms sie róznia? Jesli tak, to uzycie którego z nich jest wlasciwsze?

Okreslmy te pojecia, zaczynajac od srodka masy. Umiescmy w punktach

zaznaczonych wektorami wodzacymi rk masy mk > O, k = l, ... , n. Wazona

masami miara odleglosci tego ukladu czastek (a jesli ktos woli, to punktów

materialnych) od punktu zaznaczonego wektorem wodzacym l' jest
n

1(1') = L mk(r - rk)2.
k=l

Srodek masy tego ukladu czastek definiujemy jako punkt, w którym funkcja 1
osiaga minimum. Jesli przez R oznaczymy promien wodzacy tego punktu, to

warunek znikania pochodnej funkcji 1wzgledem l' daje
n

R=Lmkrk/M,
k=l

przy czym M = I:~=1 mk jest calkowita masa ukladu. Zadanie, aby mk > O
dla kazdego k, jest w przypadku tej funkcji warunkiem dostatecznym na

(ostre) minimum. (Nieco slabszy warunek "dla kazdego k zachodzi mk 2: °
oraz istnieje k, dla którego mk > O" jest nie tylko dostateczny, ale i konieczny.)

Nie bede zaglebial sie w to, ze srodek masy izolowanego ukladu fizycznego

porusza sie ruchem prostoliniowym i jednostajnym, ani w to, iz fakt ten

poprzez twierdzenie Noether wiaze sie z niezmienniczoscia lagranzjanu (patrz:

Delta 5/1998) wzgledem przeksztalcen Galileusza, ani w wiele innych ciekawych

faktów zwiazanych z pojeciem srodka masy.

Przejdzmy do srodka ciezkosci. Nazwa ta sugeruje, ze jest to pojecie zwiazane

z ukladem sil grawitacyjnych. Niektórzy adepci fizyki sa sklonni przypuszczac,

ze pojecie srodka dotyczy dowolnego ukladu sil. W Delcie podczas niedawnej

dyskusji nad zadaniem na temat sily Coriolisa jeden z jej uczestników zauwazyl,

ze oprócz tej sily moga pojawic sie sily oporu i - o ile ich srodek nie bedzie

pokrywal sie ze srodkiem masy - doprowadza one do obrotu rozwazanego

w zadaniu ciala. Mial racje w tym wzgledzie, ze sily oporu moga doprowadzic

(lacznie z silami Coriolisa) do obrotu, ale i nie mial racji, bo sily oporu ani

sily Coriolisa na ogól nie maja srodka. Tak czy inaczej srodek ukladu sil Fk,

k = l, ... , n, dzialajacych na uklad n czastek, wiaze sie z obrotem ukladu

czastek jako calosci, a o tym decyduje calkowity moment sil wzgledem punktu O

(poczatku ukladu kartezjanskiego):
n

Mo = Lrk X Fk'
k=l

Gdy przesuwamy poczatek ukladu kartezjanskiego do punktu O', takiego,
~ .

ze 00' = r, to wtedy rk f-+ rk - r, a calkowity moment sil przeksztalca sie
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nastepujaco:

Mo' = Mo - r x F,

Rozwiazanie zadania F 502.
Dla ciezal'll ciala znajdujacego sie na

równiku planety mamy z poprzedniego
zadania równanie

mAI 4".'mR

Q r = G R2 - -----;p-

Zgodnie z warunkiem zadania Qr = O,

czyli

M 4".2R

GR' = T2.
4

Masa planety o gestosci e wynosi 3"'" R3e.
Stad otrzymujemy gestosc

3". 3

e = GT2 ~ 19 kg/m.

n

przy czym F = 2:: Fk jest calkowita sila dzialajaca na uklad czastek. Jesli
k=1

F = O, to calkowity moment sil nie zalezy od punktu, wzgledem którego go

obliczamy. Jesli zas F :j:. O, to calkowity moment sil nie zmienia sie, gdy punkt,

wzgledem którego go obliczamy, pozostaje na prostej równoleglej do F; mamy

wiec prawo powiedziec, ze moment sil obliczamy wzgledem takiej prostej.

Ponadto obowiazuje

Twierdzenie (sluszne, gdy F :j:. O)

Nastepujace warunki sa równowazne:

1. Istnieje taki wybór prostej, wzgledem której obliczamy calkowity moment

sil, ze ten ostatni znika.

2. Calkowity moment sil, obliczony wzgledem dowolnego punktu, jest

prostopadly do calkowitej sily.

Dowód: Przy ustalonych Mo i F równanie

Mo-rxF=O

da sie rozwiazac wzgledem r wtedy i tylko wtedy, gdy Mo 1-F .•

Wystapienie sytuacji opisanej w Twierdzeniu zdarza sie rzadko. Moze

ona zaistniec, gdy wszystkie sily Fk maja jednakowy kierunek - a wiec

w szczególnosci gdy mamy do czynienia z jednorodnym polem grawitacyjnym

lub elektrycznym. Ale w przypadku jednorodnego pola elektrycznego sytuacja

ta nie wystapi, gdy calkowity ladunek ukladu czastek wynosi zero. Tylko

w przypadku jednorodnego pola grawitacyjnego - ze wzgledu na dodatniosc

masy - sytuacja taka wystapi zawsze. Mozna wiec mówic o prostej, wzdluz

której na uklad czastek dziala sila grawitacji. Wraz ze zmiana polozenia czastek

prosta ta bedzie sie zmieniac wzgledem zewnetrznego ukladu odniesienia,

zachowujac przy tym swój kierunek. Jesli mozemy zwiazac z ukladem czastek

uklad odniesienia, w którym czastki te spoczywaja (a wiec gdy czastki te

tworza cialo sztywne), to wzgledem tego ukladu odniesienia powyzsza prosta

bedzie sie wprawdzie zmieniac, ale wszystkie tak otrzymane proste przetna sie

w jednym punkcie ciala sztywnego. O punkcie tym obrazowo mówi sie, ze jest

punktem przylozenia sily ciezkosci, albo krócej, iz jest srodkiem ciezkosci.

Zauwazmy jeszcze, ze pojecie srodka ciezkosci mozna wprowadzic nie tylko dla

ciala sztywnego sensu stricto, lecz takze dla rotatora, tj. dla ukladu co najmniej

dwóch czastek, których wzajemne odleglosci pozostaja niezmienne i które leza

na jednej prostej. Srodek ciezkosci rotatora tez znajdzie sie na tej prostej.

Odradzalbym nauczycielom obszerne omawianie pojecia srodka ciezkosci

na lekcjach fizyki, gdyz brak na to czasu. Odradzalbym tez krótkie

wytlumaczenie, ze jest to punkt przylozenia sily ciezkosci, gdyz to skadinad

poprawne okreslenie sugeruje, iz istnieje jakis punkt przylozenia dowolnego

ukladu sil. Uzycie okreslenia "srodek ciezkosci" bez jakiegokolwiek

wytlumaczenia tez jest ryzykowne, gdyz pozwala domniemywac, ze okreslenie

to stosuje sie do dowolnego, a nie tylko jednorodnego, pola grawitacyjnego.

A to nie jest prawda.

Dwupunktowy rotator w ziemskim polu grawitacyjnym.
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Rozwazmy bowiem rotator, skladajacy sie z dwóch

czastek o jednakowych masach m, oddalonych o 2a.

Umiescmy ten rotator w ziemskim polu grawitacyjnym

(które w rozsadnym przyblizeniu uznamy za sferycznie

symetryczne), tak ze jego srodek geometryczny

znajduje sie w odleglosci r od srodka Ziemi O, a jego

os nachylona jest pod katem a do prostej laczacej oba

srodki geometryczne (patrz rysunek). Poniewaz w polu

sferycznie symetrycznym mamy Fk II 1'k, wiec calkowity

moment sil dzialajacych na rotator, obliczany wzgledem

srodka Ziemi, znika: Mo = 1'1 X FI + 1'2 x F2 = O.



Rozwiazanie zadania M 884.

UmiescnlY w wierzcholkach A, B~ C

odpowiednio masy IBCI, ICAI, IABI

Srodek masy punktów A i B bedzie

wtedy w tym punkcie D odcinka AB,

który spetnla warunek

IADI _ IACI

IBDI - IBCI'

czyli w punkcie lezacYll1 na dwusiecznej

kata ACB. Wykorzystalismy tu

twierdzenie, kt.óre mówi, ze dwusieczna

kata dzieli przeciwlegly bok t.rójkata

w takim stosunku) jaki jest stosunek

przylegajacych do niego boków. Srodek

masy wszyst.kich punktów lezy na

odcinku DC, czyli tez na dwusiecznej.

W podobny sposób stwierdzamy, ze lezy

on na pozostalych dwusiecznych.

Przyklady:

Mimo ze nie mamy tu do czynienia z polem jednorodnym, istnieje jednak prosta,

wzdluz której dziala na rotator sila grawitacyjna: jest ona skierowana równolegle

do calkowitej sily dzialajacej na rotator i przechodzi przez srodek Ziemi. Chcac

obliczyc calkowita sile dzialajaca na rotator, F = FI + F2, obliczmy najpierw

sily FI i F2, dzialajace na jego czastki. Jesli przez ro oznaczymy promien Ziemi,

przez g zas przyspieszenie grawitacyjne na jej powierzchni i zalozymy, ze rotator
nie wnika w Ziemie, to

r (r - a cos a, a sin a)
2_1_ - _ gr2 --....:"------'--~~/2FI = -mgro Ir113 - m o (r2 _ 2arcosa + a2)3

i analogicznie

F _ 2 (r + a cos a, -asina)
2 - -mgro 2 3/2·(r +2arcosa+a2)

Latwo zauwazyc, ze gdy a oj:. O i a oj:. 7r /2, to wtedy skladowa y sily F jest

rózna od zera. A to znaczy, ze prosta, wzdluz której na rotator dziala sila

grawitacyjna, nie przechodzi na ogól przez jego geometryczny srodek. Rotator

w ziemskim polu grawitacyjnym nie ma srodka ciezkosci. Nie ma tez srodka

ciezkosci ocean ziemski w polu grawitacyjnym Ziemi i Ksiezyca. Czy gdyby go
mial, mozliwe bylyby plywy?

Czy istnieja pole grawitacyjne i cialo sztywne, które umieszczone w tym polu

ma srodek ciezkosci, lecz srodek ten nie pokrywa sie ze srodkiem masy? Na to

pytanie nie umiem znalezc zadowalajacej odpowiedzi, sklonny jestem jednak
sadzic, ze jest ona pozytywna.

Matematyk, piszac lub mówiac o srodku ciezkosci, nie tlumaczy, czym on jest.

On go definiuje, a nastepnie uzywa. Moze to dobrze, ze prowokuje ucznia

do zadania pytania: - A jaki jest zwiazek tego srodka z ciezarem? Zle bedzie

dopiero wtedy, gdy to pytanie padnie, a matematyk nie bedzie umial na nie

odpowiedziec, nawet odwolujac sie do lekcyj fizyki. Dlatego radze, by w szkole

slowu "srodek" - jesli zostanie uzyte - zamiast "ciezkosci" towarzyszylo zawsze
slowo "masy".

1. Umiescmy dwupunktowy rotator, opisany w niniejszym artykule,

w cylindrycznie symetrycznym polu grawitacyjnym. (Abstrahujemy od jego

niejizycznosci.) Czy zawsze bedzie dla niego istniec prosta, wzdluz której

dziala sila grawitacji?

Nie. Umiescmy czastki rotatora w równej odleglosci od osi cylindra i po

przeciwleglych jego stronach, choc niekoniecznie na równej "wysokosci".

W takiej sytuacji calkowita sila, dzialajaca na rotator, wynosi zero.

(W analogicznej sytuacji w polu sferycznie symetrycznym, poniewaz

calkowity moment sil znika, ciagle mozemy mówic o tym, ze sila

grawitacji dziala wzdluz prostej - choc nie umiemy przypisac jej zwrotu.)

Jesli czastki rotatora sa istotnie na róznej "wysokosci", to calkowity

moment sil nie bedzie znikal. Proponuje opisac wzorami calkowita sile

i calkowity moment sil przy dowolnym polozeniu rotatora.

2. Jesli do upr-oszczonej, sferycznie

symetrycznej, ziemskiej sily grawitacyjnej

dodac sile odsrodkowa - wywolana obrotem

Ziemi wokól jej osi - to otrzyma sie

efektywna sile grawitacyjna, lepiej (choc

niedoskonale) opisujaca ziemskie pole

grawitacyjne. Czy w takim modelowym polu

bedzie zawsze istniec prosta, wzdluz której na

dwupunktowy rotator dziala sila grawitacji?

Nie, bo sytuacja ta jest mieszanina sytuacji

opisanej w artykule i w przykladzie L

Opisanie jej wzorami pomoze przekonac
niedowiar ków.

czyli

Rozwiazanie zadania M 885.

Poniewaz ANI BMAB jest równoleglobokiem, wiec (M AB, 1) jest srodkiem masy punktów

materialnych (A, 1), (B, 1), (M, -1). Zatem dowolny punkt P prostej MABC mozna opisac prze?,

I·NIAB+x·C
P= --------

1 + x·

(l+x)·P=I·MAB+x·C=I·A+l B+x·C+(-l)·M.

W ten sam sposób dla punktów prostych Al BcA i M cA B uzyskujemy równosci

(1 + y)P = 1B + 1C + yA - 1M, (1 + zlP = 1C + lA + zB - 1M.

Pozwala to na stwierdzenie, ze punkt okreslony przez warunek

1

p = :I . (A + B + C - M)

lezy na kazdej z rozwazanych prostych.
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