Kto potrafi za pomocg komputera
(ewentualnie ze skanerem), mapy Europy
i rocznika statystycznego okresli¢, gdzie
lezy srodek ludnosci Europy? Radze
zaczad rozwigzywanie tego zagadnienia od
dostosowania podanego okredlenia érodka
masy do zakrzywionej powierzchni Ziemi.
Nadeslane do Delty najlepsze rozwigzanie
Redakcja opublikuje, a autorowi wyplaci
wierszdwke.
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Rozwigzanie zadania M 883.
Umiesémy jednakowe masy

w wierzcholkach czworokata ABCD.
Srodek masy punktéw materialnych A i B
lezy w drodku odcinka AB, a érodek masy
C i D w $rodku CD; zatem érodek masy
czworokata jest srodkiem tego odcinka.
Podobnie stwierdzamy, ze srodek masy
Jest érodkiem kazdego z pozostalych
odcinkéw.

Srodek ciezkoéci czy masy?
Wojciech KOPCZYNSKI

Na poczgtku bylo Stowo,. ..

7 pojeciem érodka ciezkoéci zapoznalem sie na szkolnych lekcjach fizyki.
Natomiast z — wypranym z tresci fizyczne] — pojeciem $rodka masy zetknalem
sie po raz pierwszy na wykladzie z matematyki, prowadzonym 34 lata temu
przez Pana Andrzeja Makowskiego 1 majacym na celu przygotowanie do
egzaminu wstepnego na Uniwersytet Warszawski. Studiowanie fizyki przekonalo
mnie, ze $rodek masy jest czyms niezmiernie waznym, a ze Srodkiem ciezkosci
ani w czasie studiéw, ani podczas lektury fizycznej literatury naukowej chyba sie
nawet nie zetknatem.

Zdziwil mnie ostatnio fakt, ze obecnie uczniowie dowiaduja sie o érodku masy
na lekcjach fizyki (nie we wszystkich szkolach), a o srodku ciezkosci wylacznie
od matematykéw: o ,Srodku ciezkosci tréjkata” z podrecznikow, a o innych

LSrodkach ciezkodci” z artykuléw naszego Redaktora Naczelnego. Po co, piszac
o jednym — jak sie wydaje — pojeciu, uzywaé¢ dwdch roznych okreslen? A moze
pojecia te czyms sie réznia? Jesli tak, to uzycie ktérego z nich jest wlasciwsze?

Okreslmy te pojecia, zaczynajac od $rodka masy. Umiedémy w punktach
zaznaczonych wektorami wodzacymi rp masy my > 0, k= 1,...,n. Wazona
masami miara odleglosci tego ukladu czastek (a jesli ktos woli, to punktow
materialnych) od punktu zaznaczonego wektorem wodzacym r jest

f(r)= Z mi(r — )2,

Srodek masy tego ukladu czastek definiujemy jako punkt, w ktérym funkcja f
osigga minimum. Jesli przez R oznaczymy promieii wodzacy tego punktu, to
warunek znikania pochodnej funkeji f wzgledem r daje

n
R= kal‘k/M,
k=1

przy czym M = Y ;_, my jest catkowitq masq uktadu. quanie, aby my > 0
dla kazdego k, jest w przypadku tej funkcji warunkiem dostatecznym na

(ostre) minimum. (Nieco stabszy warunek ,dla kazdego k zachodzi my > 0

oraz istnieje k, dla ktérego my > 07 jest nie tylko dostateczny, ale i konieczny.)
Nie bede zaglebial sie w to, zZe srodek masy izolowanego uktadu fizycznego
porusza sie ruchem prostoliniowym i jednostajnym, ani w to, iz fakt ten
poprzez twierdzenie Noether wiaze sie z niezmienniczoscia lagranzjanu (patrz:
Delta 5/1998) wzgledem przeksztateein Galileusza, ani w wiele innych ciekawych
faktow zwiazanych z pojeciem $rodka masy.

Przejdzmy do srodka ciezkosci. Nazwa ta sugeruje, ze jest to pojecie zwiazane

z uktadem sil grawitacyjnych. Niektorzy adepci fizyki sa sklonni przypuszczac,
ze pojecie srodka dotyczy dowolnego uktadu sit. W Delcie podezas niedawnej
dyskusji nad zadaniem na temat sily Coriolisa jeden z jej uczestnikéow zauwazyt,
ze oprocz te) sity moga pojawic sie sily oporu 1 - o ile ich srodek nie bedzie
pokrywat sie ze srodkiem masy — doprowadza one do obrotu rozwazanego

w zadaniu ciata. Mial racje w tym wzgledzie, ze sily oporu moga doprowadzié¢
(tacznie z sitami Coriolisa) do obrotu, ale 1 nie miat racji, bo sity oporu ani

sity Coriolisa na ogdl nie maja érodka. Tak czy inaczej érodek uktadu sit Fy,
k=1,...,n, dzialajacych na uktad n czastek, wiaze si¢ z obrotem uktadu
czastek jako calosci, a o tym decyduje catkowity moment sit wzgledem punktu O
(poczatku uktadu kartezjanskiego):

T
Mo = Zrk x Fp.
k=1
Gdy przesuwamy poczatek ukladu kartezjanskiego do punktu O’, takiego,

—_—
ze 00’ =r, to wtedy ry — rp —r, a calkowity moment sit przeksztalca sie
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Rozwiazanie zadania F 502.
Dla ciezaru ciala znajdujacego si¢ na
réwniku planety mamy 2 poprzedniego
zadania réwnanie
) mM ar*mR
Qr=G— — —
: R K S
Zgodnie z warunkiem zadania @, = 0,
czyh
.M 47*R
G— = — 3
2 T2
. 4 3
Masa planety o gestosci ¢ wynosi ;i'n'h" 0.
Stad otrzymujemy gestosdé
L 1 a
2= =~ 19 kg/m
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Dwupunktowy rotator w ziemskim polu grawitacyjnym.

nastepujaco:
Mo: = MO —I X F,

n
przy czym F = 5" Fy jest calkowitq sitg dzialajaca na uklad czastek. Jesli
E=1

F = 0, to calkowity moment sit nie zalezy od punktu, wzgledem ktérego go
obliczamy. Jesli zas F # 0, to catkowity moment sil nie zmienia sie, gdy punkt,
wzgledem ktorego go obliczamy, pozostaje na prostej réwnolegle] do F; mamy
wiec prawo powiedzie¢, ze moment sil obliczamy wzgledem takiej prostej.
Ponadto obowiazuje

Twierdzenie (stuszne, gdy F # 0)
Nastepujace warunki sa réwnowazne:
1. Istnieje taki wybér prostej, wzgledem ktérej obliczamy catkowity moment
sil, Ze ten ostatni znika.
2. Caltkowity moment sil, obliczony wzgledem dowolnego punktu, jest
prostopadly do catkowitej sity.

Dowdd: Przy ustalonych Mg i F réwnanie
Mo—-rxF=0
da sie rozwigzaé wzgledem r wtedy i tylko wtedy, gdy Mo L F. m

Wystapienie sytuacji opisanej w Twierdzeniu zdarza sie rzadko. Moze

ona zaistnieé¢, gdy wszystkie sity Fr maja jednakowy kierunek — a wiec

w szczegdlnoéci gdy mamy do czynienia z jednorodnym polem grawitacyjnym
lub elektrycznym. Ale w przypadku jednorodnego pola elektrycznego sytuacja
ta nie wystapi, gdy calkowity ladunek uktadu czastek wynosi zero. Tylko

w przypadku jednorodnego pola grawitacyjnego — ze wzgledu na dodatniosé
masy — sytuacja taka wystapi zawsze. Mozna wiec mowic o prostej, wzdtuz
ktorej na uktad czqstek dziata sila grawitacji. Wraz ze zmiang polozenia czastek
prosta ta bedzie sie zmieniaé¢ wzgledem zewnetrznego ukladu odniesienia,
zachowujac przy tym swdj kierunek. Jesli mozemy zwiazac z ukltadem czastek
uktad odniesienia, w ktérym czastki te spoczywaja (a wiec gdy czastki te
tworza cialo sztywne), to wzgledem tego ukladu odniesienia powyzsza prosta
bedzie si¢ wprawdzie zmieniaé, ale wszystkie tak otrzymane proste przetna sie
w jednym punkecie ciala sztywnego. O punkcie tym obrazowo méwi sie, ze jest
punktem przyltozenia sily ciezkosci, albo krdcej, iz jest srodkiem cigzkosci.
Zauwazmy jeszcze, ze pojecie Srodka ciezkoSci mozna wprowadzié nie tylko dla
ciata sztywnego sensu stricto, lecz takze dla rotatora, tj. dla ukladu co najmniej
dwdch czastek, ktorych wzajemne odleglosci pozostaja niezmienne 1 ktére leza
na jednej prostej. Srodek ciezkosci rotatora tez znajdzie sie na tej prostej.

Odradzalbym nauczycielom obszerne omawianie pojecia srodka ciezkosci

na lekcjach fizyki, gdyz brak na to czasu. Odradzalbym tez krétkie
wythumaczenie, ze jest to punkt przylozenia sily ciezkosei, gdyz to skadinad
poprawne okreélenie sugeruje, iz istnieje jaki§ punkt przylozenia dowolnego
ukladu sit. Uzycie okreslenia ,érodek ciezkosci” bez jakiegokolwick
wytlumaczenia tez jest ryzykowne, gdyz pozwala domniemywac, ze okreslenie
to stosuje si¢ do dowolnego, a nie tylko jednorodnego, pola grawitacyjnego.

A to nie jest prawda.

Rozwazmy bowiem rotator, sktadajacy sie z dwdch
czastek o jednakowych masach m, oddalonych o 2a.
Umiesémy ten rotator w ziemskim polu grawitacyjnym
1 (ktére w rozsadnym przyblizeniu uznamy za sferycznie
symetryczne), tak ze jego érodek geometryczny
znajduje sie¢ w odlegloéci r od $rodka Ziemi O, a jego
o$ nachylona jest pod katem « do prostej taczacej oba
grodki geometryczne (patrz rysunek). Poniewaz w polu
2 sferycznie symetrycznym mamy Fy, || ri, wiee catkowity
moment sil dzialajacych na rotator, obliczany wzgledem
srodka Ziemi, znika: Mp =r; x F{ + 19 x Fy = 0.

"
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Rozwiazanie zadania M 884,
Umie cholkach A, B, C
odpowiednio masy |BC|, |CA|, |AB].

Wy W owl

»dek masy punktéw A 1 B bedzie
y w tym punkcie D odcinka AB,

ktory spelnia warunek
[AD|  |AC]
|BD| ~ |BC|'
li w punkcie lezacym na dwusiecznej
a ACB. W)
nie, ktdre me

rystalidmy

h do niego b
masy wszystkich punktow
odecinku DC ¢

li tew na dwusi

W podobny sy _
on na pozostalych dwusiecznych.
Przyklady:

1. Umieéémy dwupunktowy rotator, opisany w niniejszym arlykule,
w cylindrycznie symetrycznym polu grawitacyjnym. (Abstrahujemy od jego
niefizycznodci.) Czy zawsze bedzie dla niego istnieé prosta, wzdtuz ktérej

dziala sila grawitacji?

Nie. Umiesémy czastki rotatora w réwnej odleglosci od osi cylindra i po
przeciwleglych jego stronach, choé niekoniecznie na réwnej ,wysokodci”.
W takiej sytuacji calkowita sila, dzialajaca na rotator, wynosi zero.
(W analogicznej sytuacji w polu sferycznie symetrycznym, poniewas

Mimo ze nie mamy tu do czynienia z polem jednorodnym, istnieje jednak prosta,
wzdluz ktdrej dziala na rotator sila grawitacyjna: jest ona skierowana réwnolegle
do catkowitej sily dzialajacej na rotator i przechodzi przez srodek Ziemi. Chcac
obliczy¢ calkowity site dzialajaca na rotator, F = F; + F4, obliczmy najpierw
sity Fy i F, dzialajace na jego czastki. Jesli przez ro oznaczymy promien Ziemi,
przez g za$ przyspieszenie grawitacyjne na jej powierzchni i zatozymy, ze rotator
nie wnika w Ziemie, to

r 5 (r—acosa,asinw)
F, = —mgr? = —mgr
ey |3 O (r2 — 2ar cos a 4 a?)3/2
1 analogicznie
5 (r+acosa,—asina)
Fy = —mygry

(r? + 2arcos a + a2)3/2’

Latwo zauwazy¢, ze gdy o # 01 a # 7/2, to wtedy skladowa y sity F jest
rézna od zera. A to znaczy, Ze prosta, wzdhuiz ktérej na rotator dziala sila
grawitacyjna, nie przechodzi na ogdl przez jego geometryczny érodek. Rotator
w ziemskim polu grawitacyjnym nie ma $rodka ciezkosci. Nie ma tez $rodka
cigzkosci ocean ziemski w polu grawitacyjnym Ziemi i Ksiezyca. Czy gdyby go
mial, mozliwe bylyby plywy?

Cazy istnieja pole grawitacyjne i cialo sztywne, ktére umieszczone w tym polu
ma $rodek cigzkosci, lecz $rodek ten nie pokrywa si¢ ze §rodkiem masy? Na to
pytanie nie umiem znalei¢ zadowalajacej odpowiedzi, sklonny jestem jednak
sadzi¢, ze jest ona pozytywna.

Matematyk, piszac lub méwiac o érodku ciezkoéci, nie ttumaczy, czym on jest.
On go definiuje, a nastepnie uzywa. Moze to dobrze, ze prowokuje ucznia

do zadania pytania: — A jaki jest zwiazek tego érodka z ciezarem? Zle bedzie
dopiero wtedy, gdy to pytanie padnie, a matematyk nie bedzie umial na nie
odpowiedzie¢, nawet odwolujac sie do lekeyj fizyki. Dlatego radze, by w szkole
stowu ,$rodek” — jesli zostanie uzyte — zamiast ,ciezkosci” towarzyszylo zawsze
stowo ,,masy”.

2. Jedli do uproszczonej, sferycznie
symetrycznej, ziemskiej sily grawitacyney
dodaé sile odsrodkowq — wywolang obrotem
Ziemi wokdl jej osi — to otrzyma sie
efektywnq sile grawitacyjng, lepiej (choé
niedoskonale) opisujgeq ziemskie pole
grawitacyjne. Czy w takim modelowym polu
bedzie zawsze istnied prosta, wzdtuz ktérej na
dwupunktowy rotator dziata sita grawitacji?

calkowity moment sil znika, ciagle mozemy méwié o tym, ze sila

grawitacji dziala wzdluz prostej — choé nie umiemy przypisaé jej zwrotu.)
Jedli czastki rotatora sa istotnie na réinej ,wysokosci”, to catkowity
moment sit nie bedzie znikal. Proponuje opisaé wzorami calkowita site

i calkowity moment sil przy dowolnym polozenin rotatora.

Nie, bo sytnacja ta jest mieszanina sytuacji
opisanej w artykule i w przykladzie 1.
Opisanie jej wzorami pomoze przekonaé
niedowiarkéw.,
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Rozwigzanie zadania M 885,

Poni AMBM g jest réwnolegltobokiem, wiec (Map, 1) jest érodkiem masy punktéw

mate Inych (A, 1), (B, 1), m dowolny punkt P proste] M 45C mozna opisac¢ przez
o 1-Map +z I’_
czyli i
(1+2) P=1-Mag+zr - C=1-A4+1 B4+xr C4(=1)- M
W ten sam sposéb dla punktéw prostych MgoA i MoaB uzyskujemy réwnosci
(14 y)P=1B+ 1C +yA - 1M, (14+2)P=1C+14 4 2B 1M

Pozwala to na stwierdzenie, 2e punkt okredlony przez warunek

1
P=—-.(A+B+4C- M)

ezy na kaz zwazanych prostych.



