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Termin nadsylania rozwiazan:

Czoléwka ligi zadaniowe]

31 VIII 1999

Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadatt 367 (WT=2,71) i 368 (WT=1,30)

z numeru 10/1998

Witold Bednors
Witold Bednarek
Zbigniew Skalik
Tadeusz Jamefczyk
Bogumila Piotrowska

Tychy

E&dd
Pyakowice
FPoznan
Zielona Géra

43,87
43,00
42,45
42,19
37,24

Czoléwka ligi zadaniowe)

Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 268 (WT'=2,33) i 269 (WT=2,53)

z numeru 121998

Jaroslaw Lazuka
Marek Wajcicki
Andrzej Nowogrodzki
Andrzej Idzik
Aleksander Surma
Artur Arciszewski

Po raz drugi zalicza 44 punkty p. Lazuka,

- Warszawa
= Szczecin

— Chociandw
~ Boleslawiec
—~ Myazkdiw

- Kielce

47,18
44,23
29,07
26,01
20,06
13,34

a po raz pierwszy — p. Wojcicki, ktéry

dzigki temu zostaje 25. czlonkiem

Klubu 44 F.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadail z numeru n w terminie do korica miesiaca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub 2 dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoscig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbeg oséb,
ktore nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F') — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
1 w ktérejkolwiek » dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z matematyki nr 383, 384
Redaguje Marcin E. KUCZMA

383. Dany jest réwnoleglobok ABCD z katem ostrym przy wierzcholtku A. Okrag

o érednicy AC przecina proste CB i C'D odpowiednio w punktach E i F' (réznych

od C'). Prosta styczna do okregn w punkcie A przecina prosta BD w punkcie P.
Dowiedé, ze punkty E, F'i P sa wspdlliniowe.

384. Udowodni¢, ze jezeli p jest liczbg pierwsza, a n jest liczba naturalna niepodzielna
przez p, to liczba p™ — 1 dzieli si¢ przez n.

Zadanie 384 zaproponowal pan Piotr Zmijewski z Lodzi.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 2/1999

Przypominamy tresé zadan:

375. W trojkacie ABC, majgcym katy ostre przy wierzchotkach A i B, odcinek CD jest wysokodcia
Prosta przechodzaca przez srodki okregéw wpisanych w tréjkaty ACD i BCD przecina proste

CA i CB odpowiednio w punktach P i Q. Dowieéé, ze jeéli |CP| = [CQ|, to tréjkat ABC jest

réwnoramienny lub prostokatny.

376. Dana jest liczba naturalna n > 2. Rozwazamy wszystkie pary (k,m) liczb naturalnych
. . ; ~ 1
spelniajace warunki: 1 < k <m <n, k+m >n, NWD(k,m) = 1. Obliczyé sume E o ktorej
c 17

sktadniki odpowiadajg wszystkim rozwazanym parom (k,m).

375. Oznaczmy érodki okregéw wpisanych w tréjkaty ACD i BCD odpowiednio przez [ i J.
Na pélprostej C D™ odkladamy odcinek C'E o dlugosci |CE| = |CP| = |CQ|; tworza sie
tréjkaty réwnoramienne CPQ, CPE i CEQ. Proste CI i CJ sa osiami symetrii tych dwéch
ostatnich tréjkatéw; zatem

|LCEI| = |LCPI| = |LCQJ| = |LCEJ|.

Oczywiscie |£CDI| = |£CDJ| = 45°. Jedli punkt E pokrywa si¢ z D, to [£CPI| = |£0QJ| =
= 45°, i wobec tego [LQCP| = 90°; tréjkat ABC jest w tym przypadku prostokatny. Jeéli
zaé punkty D i E sa réine, to tréjkaty DEI i DEJ sa przystajace (ich katy przylegle

do wspdlnego boku DE sa odpowiednio réwne); zatem |EI| = [EJ|, punkty [ i J leza
symetrycznie wzgledem prostej C'D, i w konsekwencji tréjkat ABC' jest réwnoramienny.

376. Oznaczmy rozwazang sume przez Syp. Ustalmy n > 3. Obliczymy régnice Sp — Sp_1.
Skiadniki, ktére wystepuja w okredleniu sumy Sy, ale nie w S,_1, maja postaé:

1

(1) o gdzie 1 < £<n, NWD({n)=1.
i

Skladniki, ktére wystepuja w sumie S,,—1, ale nie w Sy, maja postaé:

(2) y gdziel<k<m<n, NWD(km)=1, k+m=n.

km

Jedli liczba £ spelnia warunki podane w (1), to liczba n — £ tez je spelnia (a przy tym jest
rézna od £). Zatem skladniki typu (1) mozna pogrupowaé w pary odpowiadajace wartodciom
£ =kil=m, gdzie k + m = n. Kazda taka para odpowiada dokladnie jednemu skladnikowi
typu (2). Stad wynika, Ze réznica Sp — Sp—1 jest suma wyrazen postaci

1 1

1 s
E-{-;;;—E, gdziek+m =n

— a kazde z nich ma wartoéé zero. To znaczy, ze ciag (Sn) jest staly. Dla n = 2 jedynym
skladnikiem sumy S, jest ulamek ﬁ Tak wigc S, = % dla wszystkich n.
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Zadania z fizyki nr 280, 281
Redaguje Jerzy B. BROJAN

280. Pocisk artyleryjski przelatuje nad linia frontu i w tym momencie (zapewne
wskutek awarii zapalnika) nast¢puje wybuch. Jaka cze¢sé odlamkéw spadnie po
stronie A, z ktérej nadlecial pocisk? Dana jest predkosé pocisku vy (skierowana
poziomo i prostopadle do linii frontu) oraz predko$é odlamkéw v, wzgledem ukladu

zwiazanego z pociskiem. Zakladamy, ze w tym ukladzie wartos$é predkosci odlamkéw

Termin nadsylania rozwiazan:
31 VIII 1999

jest jednakowa, a wszystkie kierunki sa réwno prawdopodobne.

281. Osiemnascie jednakowych opornikéw (np. po 1 Q) polaczono w obwéd
przedstawiony na rysunku 1. Obliczyé opdér zastepczy miedzy dwoma wierzcholtkami
tréjkata (nie korzystajac ze specjalistycznych programéw komputerowych).

Rozwiagzania zadan z fizyki z numeru 2/1999

Przypominamy tresé¢ zadai:

272. Dwa jednorodne prety leza na gladkim stole, przy czym jeden koniec preta 1 jest umocowany

w punkcie O, wokdl ktérego moze si¢ obracaé bez tarcia, a drugi jego koniec jest polgczony

przegubowo z koricem preta
przedluzeniem drugiego. Uderzono w polaczone

Rys. 1 o 180°)7

konice pretdw, wprawiajac oba w ruch (rys. 2);
czas dzialania sily byl bardzo krétki. Jaki zwigzek
musza spelniaé¢ masy i dlugodci pretéw, aby sie f
zderzyly (po wykonaniu obrotu wzglgdem siebie

. W chwili poczatkowej prety byly nieruchome, a jeden byl

0 1 2

o
(o) |
—

0

Rys. 2

273. Tempo przeplywu ciepla przez sciang (moc cieplna na jednostke powierzchni) jest

proporcjonalne do réznicy temperatur migdzy wewnegtrzng a zewnetrzng powierzchr

sciany,

a stala proporcjonalnoéci k charakteryzuje skutecznoéé izolacji cieplne)j. Jesli wartosé tego

wspélczynnika dla ,golej” sciany wynosi k) = 0,8 \‘V}'(mz-K], a dla dodatkowe] warstwy styropianu
ka = 0,7 W/(m?.K), to ile jest réwny wspélczynnik k dla $ciany oblozonej dwiema takimi

warstwami, od wewnatrz i od zewnatrz?

272. WprowadZmy oznaczenia: my, mo — masy pretéw, [y, lo
- ich dlugoéei, wq, wa — predkosci katowe (wzgledem ukladu
inercjalnego), w, w} — poczatkowe wartosci wy i wy, o — kat
miedzy przedluzeniem preta 1 a pretem 2. Rozwazmy najpierw
sytuacje poczatkowa (natychmiast po uderzeniu). Jesli poped
sily dzialajacej w chwili uderzenia na pret 2 byl réwny T,

to pod jej wplywem Srodek masy preta uzyskal predkosé

v = 7/mgz, natomiast rozpatrujac ruch obrotowy wzgledem
$rodka masy, nalezy uwzgledni¢ moment bezwladnosci, réwny
I = {1,112)':7121%. Obliczamy wh = —7(l2/2)/L = —67/(mal2) =
= —6v/ly, a podstawiajac v = l w] + law} /2, znajdujemy
zwiazek miedzy parametrami w; i wy:

() lawj = —(3/2)hw).

O dalszym ruchu pretéw decyduja dwie zasady zachowania

— momentu pedu K wzgledem punktu O oraz energii
kinetycznej E. Kazda z tych wielkodci jest suma trzech
skladnikéw, zwiazanych z: a) ruchem preta 1, b) ruchem srodka

masy preta 2, ¢) ruchem obrotowym preta 2 wokdl érodka masy.

Odpowiednie wyrazenia maja postac
Ko = (1/3)mil2w,
Ky =ma (wi + (1/4) 3wz + (1/2)l1la (w1 + w2) cosa)
Ke = (1/12)mal3ws,
2Eq = (1/3)ymq 13w,
2B, = ma (I?w? + (1/4)1202 + hilpwiwe cosor) ,
2E. = (1/12)mzl3w3.

Wartosci stalych K oraz E obliczamy dla chwili poczatkowej,
podstawiajac o = 0 oraz wzdr (*); otrzymujemy

K=FKao+ Kp+Ke =wli3((1/3)my + (1/4)m2),
2F = 2Eq + 2By + 2E. = w13 ((1/3)m1 + (1/4)m2).

Aby rozstrzygnac, czy prety sie zderza, nalezy zbadac ekstrema
funkcji (t), w ktérych wy = w2 = w. Zasada zachowania
momentu pedu sprowadza sie wtedy do réwnania
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K

w ((1,"3)1711!'? + ma (I'f + (1/3) + 11, Coscx)) =5
Wi 13 ((1/3)ma + (1/4)my) ,
a zasada zachowania energii — do réwnania
2E = o? ((1/3)m1l + ma (8 + (1/3) + lilzcosa)) =
= w3 ((1/3)m1 + (1/4)m2) .
Eliminujac w stwierdzamy, ze masy réowniez si¢ skracaja
1 otrzymujemy

lhilzcosa = —(3/4)12 — (1/3)i2,
czyli (313 — 212)% + 12015(1 4 cos @) = 0.

Dla cosa > —1 réwnanie to nie moze by¢ spelnione, czyli
funkcja a(t) nie ma ekstreméw. Dla cosa = —1 istnieje jednak
rozwiazanie [3 = (3/2)l;. Oznacza to, ze przy takim stosunku
l2 /11 podczas zblizania o do 180° nastepuje spowolnienie
wzglednego obrotu pretéw az do spoczynku. Oczywiscie, wtedy
nie nastapi zderzenie pretéw, a jedynie ich lagodne zetknigcie.
Zamiana pretéw wyeliminuje zderzenie, gdy poczatkowo lp bylo
réwne (ew. bliskie) (2/3)[;.

273. Omawiany wspélczynnik k& odnosi sie, oczywiscie, do stanu
stacjonarnego, polegajacego na tym, ze temperatura w kazdym
punkcie Sciany nie zmienia si¢ w miare uplywu czasu (zmiany
temperatury wystepuja tylko np. bezposrednio po wlaczeniu lub
wylaczeniu ogrzewania). Z zasady zachowania energii wynika,

ze w stanie stacjonarnym tyle samo ciepla przeplywa przez
kazda warstwe, tzn.

k2 (T2 = Th) = k1 (T3 — T2) = k3(Ty — Tz) = P/S,

gdzie T jest temperatura po jednej stronie, Ty po drugiej,
T i T3 to temperatury styku warstw, a P/S oznacza cieplo
przeplywajace na jednostke czasu i jednostke powierzchni.
Waspdlezynnik k& dla calej sciany znajdziemy z réwnania

k(Ty — Ty) = P/S.
Stad 1/k = 1/ky + 1/ks + 1/k3, przy czym w naszym przypadku
ks = k. Obliczamy k = 0,243 W/(m?-K).



