Jak to robi
matematyk?

Gdy méwimy o srodku masy ukladu
punktéw bez podawania ich mas, nalezy
to rozumied tak, ze w kazdym z tych
punktéw umieszczona jest ta sama masa.

Technika poszukiwania srodka masy
stwarza ciekawg mozliwosé zrobienia
z jednego punktu geometrycznego réznych
punktéw materialnych (patrz przyklad 3).

Nawiazujac do artykulu Wojciecha Kopczyiskiego przedstawiam tu matematyczna
teorig srodka masy i to, dlaczego matematycy czyms$ takim si¢ zajmuja. Bedzie to
przy tym bardzo szczegdlny fragment zastosowania w matematyce metod ,,masowych”
— rozpatrywane beda tylko skoiiczone uklady punktéw materialnych.

Punkt materialny to dla matematyka para zlozona z punktu i liczby. Liczba ta jest
nazywana masa, choé moze byé zaré6wno dodatnia, jak i ujemna (czemu tak — dalej).
W interesujacym nas kawalku teorii rozwaza sie uktady punktdw materialnych, czyli
ich skoficzone zbiory. Podstawowe pojecie to moment statyczny ukladu (niech to
bedzie {(A1, m1),..., (An, ma)}) wzgledem punktu (nazwijmy go P). Okresla sie
go tak: dla jednego punktu (A, m) jest to AP.m (czyli jak w déwigniach — ramie
razy sila), a dla wielu — suma momentéw poszczegdlnych punktéw uktadu, czyh

A P-mi+...4+ AP my,. Srodek masy uktadu to punkt, wzgledem ktérego uktad
ma moment rOWny zeru.

Oto dwa spostrzezenia. Po pierwsze — jesli S jest srodkiem masy rozpatrywanego
uktadu, a O jest dowolnym punktem, to

0=A:18m1 +...+ AnS-mn = (0S5 — OA;)-m1 + ...+ (05 — OA,)-mn,

czyli
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my+...4+mp ’
A wiec, po drugie — to jest spostrzezenie Kartezjusza — $rodek masy uktadu punktéw
materialnych to w dowolnym ukladzie wspéirzednych (!) kartezjanskich ich
érednia wazona, czyli

0S =

s Ay -mg +‘.‘+Aﬂ-‘mn.
mi ...+ mn
Wynika stad w szczegdlnodci, ze §rodek masy dowolnego uktadu punktéw materialnych
lezy w najmniejszej podprzestrzeni zawierajacej te punkty (a wiec np. na prostej, na
plaszczyinie).

Aby sprawnie poszukiwaé érodka masy, przydatne jest pojecie ukiaddw réwnowaznych,
czyli takich, ktére wzgledem kazdego punktu maja ten sam moment statyczny. Wyzej
poczynione spostrzezenia pozwalaja stwierdzié, ze z kazdym ukladem réwnowazny jest
uklad jednopunktowy: srodek masy pierwotnego ukladu z suma jego mas. Zatem na to,
by dwa uklady byly réwnowazne, potrzeba i wystarcza, by mialy ten sam srodek masy
i te sama sume mas.

Przykiady: 3. Ptaszczyzna przecina krawgdzie boczne AW, BW, CW
ostrostupa ABCDW o podstawie réwnolegltoboczne) odpowiednio
Fa -~ . , . - - - . 1 1 1 5 P ; .
1. Srodek masy wierzchotkow trojkgta to punki przecigcia jego 2 L L ik dbguier Nesge od wiericholka. Sntlai stk
srodkowych. 5 4

w jakim ta plaszezyzna dzieli krawedz DW.

Mamy uklad U = {(4, 1), (B, 1), (C, 1)}. Zastepujemy

{(A, 1), (B, 1)} przez réwnowazny mu uklad {(D, 2)}, Umiesémy w punktach
] 1-A+1-B A+ B A, B, C odpowiednio masy
o gdzie D = 7 — 1, =1, 1. Z punktu W robimy
Zatem D jest srodkiem odcinka AB. trzy punkty materialne,
Uklad U jest réwnowazny ukladowi obdarowujac go kolejno takimi
{(D, 2), (C, 1)}, co juz wystarcza masami, aby (patrz rysunek)
do dowodu 1, bo srodek S masy tego srodek masy (A, 1),(W, m4)
A ukladu lezy na C'D, czyli na drodkowej wypadal w Ay, drodek
D — analogicznie stwierdzamy, ze lezy na (B, 1),(W, mp) w By i rodek
B pozostalych érodkowych. Faktycznie (C, 1),(W, m¢) wypadal
uzyskali$my znacznie wiecej: wiemy, ze DS : C8=-1:2,a wiec w C7. Jak nietrudno obliczyé,

srodkowe dziela sie w stosunku 1 : 2.

m4q =2, mgp=—-4, mg =3.

Obliczamy érodek S masy ukladu wszystkich (szesdciu) punktdw,

2. Srodek masy punktdw materialnyeh (A, 1), (B, —1), (C, 1) réinie grupujac wyrazy:
jest w takim punkcie D, ze ABCD jest rownoleglobokiem. o (1A42W) 4+ (-1B —4W) 4 (1C +3W)
) - 142-1-441+3 -
Wystarczy wykazac, ze srodek odcinka AC jest srodkiem 34; — 5By + 4C;
odcinka BD. Ale z definicji érodka masy = —2—
o Lo A1) -BA1-C —A-B+C, _(1A-1B+10)+ 2W —5W +4W) D+ W
14+ (-1)+1 2 2
SR A O =B D, & W A+C o B+ D_ ].:)rugi wiersz‘méwi, ze S lezy na plaszczyinie Ay B1C1, a trzeci,
2 ze jest srodkiem DW.
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Przyklady wspolrzednych
barycentrycznych punktéw.

Funkeja jednorodna stopnia k to taka
funkcja n-argumentowa f, ktéra dla

Az

dowolnych argumentdéw spelnia warunek

FA-21,..., A-zn) =AY f(z1,. .., Ta).

Réwnanie f = 0 jest dla takiej funkcji
nazywane réwnaniem jednorodnym.

Dla wielomiandw jednorodnosé oznacza,

ze wszystkie wyrazy sg tego samego
stopnia.

Wspdlrzedne arealne nie sg okreslone

wtedy, gdy wspdlrzedne barycentryczne

sumuja sie do zera. Nalezy wtedy
przeniesé sie do geometrii rzutowe),
o czym tu nie bedziemy mowié.

Waszystkie punkty zwyczajne) przestrzeni

czy plaszczyzny maja wspdlrzedne
barycentryczne o sumie rdznej od zera.

Oto poczatek dowodu podanego wyze)

zwiazku wspdlrzednych arealnych z polem

w przypadku wspdélrzednych dodatnich
mz _ |AsQ| _ Saasza@ _
ma |QAs| Saga;Ag

_Saazpg _ Saaza@ — Saazpq

T SagPa,  Saga ap — Sagpag
_Saapa,
3 Sadgpa, '

Dokoriczenie tego dowodu, jak

tez uzasadnienie wszystkich dalej

przytoczonych faktéw, to nietrudne
zadania — polecam je z calego serca.

Uzycie ujemnych mas matematycznie spowodowane jest spostrzezeniem, ze dla mas
dodatnich $rodek masy zawsze lezy wewnatrz uwypuklenia zbioru punktéw (czyli
najmniejszego zbioru wypuklego, ktdry je zawiera). Gdy zatem chcemy, by srodek
masy modgl znaleié sie¢ w dowolnie wskazanym miejscu, musimy dopusci¢ réwniez

i masy ujemne. Z fizycznego punktu widzenia mozna powiedzieé, ze oprécz diwigni
dwustronnych dopuszczaé bedziemy réwniez diwignie jednostronne. A poza tym
uzasadnia to odrzucany przez fizykéw termin srodek cigzkodci — realny ciezar, jako
suma grawitacji i wyporu, moze byé zaréwno dodatni, jak i ujemny (np. balony).

Technike érodkéw cigzkoéci wprowadzil do matematyki Archimedes, péiniej miala
ona od czasu do czasu rozmaitych zwolennikéw, ale w pelni konsekwentnie uczynit

z niej narzedzie matematyki (ciagle méwimy tylko o skoiiczonych uktadach punktdw)
Ferdinand Mobius (Der baryzentrische Calciil, 1827). Wspdlrzedne barycentryczne,
jakie wprowadzil, staly sie nieodlacznym narzedziem najsilniejszej z dyscyplin
algebraicznych, ktéra jest dzi§ geometria algebraiczna.

Jezeli mamy na plaszczyinie trzy niewspdtliniowe punkty (w dowolnej przestrzeni

~ wierzcholki maksymalnego sympleksu), to mozemy kazdemu punktowi
przyporzadkowaé tréjke liczb — mas, jakie nalezy umiesci¢ w kolejnych wierzchotkach
tréjkata, aby érodek masy wypadl wladnie w tym punkcie. Ta tréjka to wspdlrzedne
barycentryczne tego punktu. Oczywiscie, kazdy punkt ma wiele réznych ukladéw
wspolrzednych barycentrycznych w danym ukladzie odniesienia (czyli dla danej trdjki
punktéw) — sa to wszystkie tréjki proporcjonalne, z wyjatkiem tréjki samych zer.

Jest to najwieksza zaleta wspélrzednych barycentrycznych — wszystkie zaleznosci
geometryczne opisywane sa przez réwnania jednorodne, co ogromnie upraszcza
rachunki.

Odniesienie do klasycznej geometrii moze by¢ takie. Jeéli zdecydujemy sie postugiwaé
polem zorientowanym (tj. braé¢ pole tréjkata z plusem, gdy jego wierzcholki sa
uporzadkowane zgodnie z orientacja ukladu odniesienia (A, A2, A3), a z minusem

w przypadku przeciwnym) i za jednostke pola braé¢ Saa, a,a, (pole zorientowane
tréjkata Ay A2 As), to wspdlrzedne arealne punktu P, czyli wspélrzedne barycentryczne
unormowane do sumy réwnej 1, a wiec (m1+:;+m3 ; m1+:::+m3 ; ml+$;‘+m3) sa réwne
(SaAsPAs, Saa,Pas, Saa,pa;).

Jedli rozpatrzymy uklad wspéirzednych kartezjanskich, w ktérym jest
A1 = (1,0), A2 =(0, 1), Az = (0, 0), to punkt o wspélrzednych arealnych (p1, p2, pa)
bedzie w nim mial wspélrzedne (pi1, p2).

Najwazniejszy wzor barycentrycznej geometrii opisuje (w przypadku plaszczyzny)
pole trdjkata, ktérego wspdlrzedne arealne sa A = (kyi, k2, ka), B=(l1, I, ls)
i C = (my, ma, ma):
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Stad, uznajac wspélrzedne dwéch punktéw za dane, a trzeciego za niewiadome,
uzyskujemy (jednorodne, stopnia 1, bez wyrazéw wolnych) réwnanie prostej we
wspdélrzednych barycentrycznych — pole jest réwne zeru.

Najefektowniejsze — moim zdaniem — elementarne twierdzenie (tez w przypadku
plaszczyzny), ktére latwo mozina uzyskaé ta droga, to twierdzenie Routha:

jesli pole trdjkata ABC jest réwne T oraz (patrz rysunek obok),
"B?:)\-Fé‘, Cﬁ:;aﬂ, AR =vRB
to pole tréjkata K' LM jest réwne

(Apv — 1)?
Ap+ A+ 1)(uv +p+ 1) (A +v +1)

pole zas tréjkata PQR jest réwne

T,

Aur +1
A+ 1D(p+1)(r+1)

Uwaga. Punkty P, @, R moga by¢ obierane dowolnie na calych prostych
BC, AC, AB, nie tylko na bokach tréjkata.
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