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ZADANIE: Obliczy¢ calke / / 2*?dzdy.
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Rozwigzanie:
I sposéb' Obliczamy catke w podanej postaci
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II sposéb: Dokonujemy zmiany kolejnosci catkowania.
Mozna to zrobié¢, gdyz funkcja podcatkowa jest ciagla.
Granice calkowania w wyjsciowe] calce opisuja obszar
{(z,9);-1<y<1, 9" <z <1} =
={(z,9);0 <z <1,—Vz <y < Vz},

skad po zmianie kolejnosci calkowania otrzymujemy calke
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W poprzednim I'-limatiasie podaliémy sposéb znajdowania
wygrywajacego ruchu w grze Nim. Przypomnijmy,

ze w pozycji zlozonej z k stoséw, zawierajacych
odpowiednio ni, n2, ..., ni bierek, obliczamy sume
dwdjkowa s = ny +2 n2 +2 ... +2 nx. Jezeli s =0, to
jesteSmy na przegranej pozycji i nie pozostaje nam

nic innego, jak czekaé na blad przeciwnika. Jesli

jednak s > 0, to wygrana mamy w kieszeni, o ile
znajdziemy wlasciwy ruch. W tym celu obliczamy sumy
ni1+28, ng+28, ..., ng+2 s 1 wybieramy takie 1 <: <k,
aby ni +2 s < n;. Wéwczas z i-tego stosu zabieramy

ng — {n.' +2 3) bierek. Zwracamy uwage, ze w ostatnim
wzorze dodawanie jest dwdjkowe, a odejmowanie ,zwykle”.

A jaka mamy gwarancje, ze takie 1 istnieje? Prazyjrzyjmy
si¢ liczbie s. Niech najwigkszym skladnikiem w rozkladzie
liczby s na sume réznych poteg dwdjki bedzie 27. Oznacza
to, ze 27 < s < 27t Jakie musza byé liczby n1, na, ..., nk,
aby s byla ich suma dwdjkowa? Jesli kazda z liczb
ny rozlozymy na sume réznych poteg dwdjki,
to 27 pojawi sie w tych rozkladach nieparzysta liczbe razy,
natomiast 2', dla | > j, pojawi sie parzysta liczbe razy.
Kazda z liczb n; daje sig zapisa¢ w postaci 22t 4 r lub
214 427 4 pdzie ¢ > 010 <r < 27, przy czym druga
postaé wystepuje dla nieparzyscie wielu i. Wéwczas dla
n; =2 g 4+ r mamy
i +28 = 2J.+lq 427 42 a1 +2 (S — 23} =

=2tg 4 2 (s~ 2) +27] 2 29+ 2 >,

adla n; = 27*'¢ 4 27 4+ r mamy
ni+28= 2j+lq‘ 422 dar 422 44 (s— 2j) =
= 2"+1q +[(s— 2j)+2 ] < 2j+1q+ 27 < n;.

Wynika stad, ze aby wykona¢ wygrywajacy ruch, musimy
wybraé stos o liczbie bierek postaci 27 +1 g+ 2’ +r. Liczba
wygrywajacych ruchéw jest wigc nieparzysta.
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Skad wiadomo, ze podana przez nas strategia jest
poprawna? Wykazaliémy, ze w kazdej pozycji o dwdjkowej
sumie liczb bierek réznej od zera istnieje ruch prowadzacy
do pozycji o sumie 0, podczas gdy kazdy ruch zmienia
sume dwdjkowa liczb bierek, musi wiec od pozycji

o sumie 0 prowadzi¢ do pozycji o sumie dodatniej. Jesl
wiec w dowolnym momencie gry bedziemy wykonywaé
ruch w pozycji o sumie dodatniej, to mozemy podaé
przeciwnikowi pozycje o sumie 0, na co przeciwnik poda
nam pozycje o sumie dodatniej, co umozliwi nam podanie
pozycji o sumie 0 itd. Poniewaz gra musi si¢ zakoiiczyé
(ze wzgledu na skoiiczona i stale zmniejszajaca sie liczbe
bierek), wygra ta strona, ktéra poda przeciwnikowi pozycje
zlozona z 0 stoséw, czyli ta strona, ktéra caly czas podaje
przeciwnikowi pozycje o dwdjkowej sumie 0.

Powyzsze rozwazania mozna wykorzystaé¢ do nieco innej niz
podana w poprzednim I-limatiasie procedury znajdowania
wygrywajacego ruchu. Oméwimy ja na przyktadzie.
Zalézmy, ze mamy wykonaé¢ ruch w pozycji zlozonej

z 5 stoséw majacych odpowiednio 17, 12, 21, 23 i 19 bierek.
Zapisujemy licznoéé poszczegdlnych stoséw w postaci sum
réznych poteg dwdjki: 1641, 844, 16+4+1, 164+4+2+1,
164241. Szukamy najwyzszej potegi dwdjki, ktéra w tych
rozktadach wystepuje nieparzysta liczbe razy (16 wystepuje
4 razy, wigc nie; nastgpnie 8: jeden raz, w porzadku),
wybieramy jeden ze stoséw, w ktérego rozkladzie wystapita
ta potega (nie ma co wybieraé, 8 wystapito tylko w drugim
stosie), a nastepnie dodajemy potegi dwdjki, ktdre

w pozostalych stosach wystepuja nieparzyscie wiele razy

— w przykladzie takich nie ma, wiec otrzymujemy 0. Jest to
liczba bierek, ktéra nalezy pozostawié w wybranym stosie.
W rozwazanym przykladzie istnieje wigc tylko jeden ruch
wygrywajacy i polega on na zabraniu wszystkich bierek

z drugiego stosu.
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