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Tomasz ZUKOWSKI

Na podstawie artykulu G.C. Shepharda

Pratt sequences and n-gons.

Przypominamy:

Niech punkty P, Q, R leza, odpowiednio,

na prostych AB, BC, AC, przy czym

punkty A, B, C nie leza na jednej prostej.
Wówczas:

1. Twierdzenie Cevy. Proste PC, QA

i RB przecinaja sie w jednym punkcie

wtedy i tylko wtedy, gdy

APBQcR-.-.-=1.
BP QC RC

2. Twierdzenie Menelaosa. Punkty

P, Q, R leza na jednej prostej wtedy

i tylko wtedy, gdy

APBQcR-·-·---1
BP QC RC- .

Przegladaj ac elementarne twierdzenia dotyczace wielokatów, z pewnoscia

zauwazycie, ze wiekszosc z nich dotyczy trójkatów, duzo mniej czworokatów,

bardzo nieliczne piecio- i szesciokatów, a prawie wcale nie ma ogólnych

twierdzen o dowolnych n-katach. Na przyklad, mamy cala serie twierdzen

mówiacych, ze pewne szczególne proste w trójkacie (wysokosci, dwusieczne

katów wewnetrznych, srodkowe, ... ) przecinaja sie w jednym punkcie. Czy

mozliwe sa uogólnienia tych twierdzen na dowolne n-katy?

Dociekliwy Czytelnik zauwazy, ze wspomniane wyzej twierdzenia sa latwymi do

udowodnienia konsekwencj ami klasycznego twierdzenia Cevy (Delta 11/ l 993,

Punkty szczególne trójkata). Gdyby tak miec twierdzenie Cevy dla dowolnych

wielokatów ...

Ustalmy definicje i oznaczenia:

Wielokatem P = [Vo, VI, ... , Vn-I] nazywac bedziemy lamana zamknieta

(dopuszczamy przeciecia boków) o wierzcholkach Vo, VI, ... , Vn -I numerowanych

cyklicznie, tzn. dla dowolnej liczby calkowitej k, Vk utozsamiac bedziemy

z Vkmodn. Zakladamy, ze zadne trzy kolejne wierzcholki Vk-I, Vk, Vk+1 nie sa

wspólliniowe.

---+ ----7

Dla równoleglych wektorów AB i C D definiujemy liczbe rzeczywista

AB IABI .. AB IABI

cD = ICDI' gdy wektory te maja zgodne zwroty l CD = -: ICDI'
gdy maja zwroty przeciwne. Podobnie, dla dowolnego trójkata [A, B, C]

okreslamy pole ze znakiem SrA, B, C] tak, ze SrA, B, C] = P[A, B, CJ, gdy

wierzcholki A, B, C nastepuja w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazówek zegara

i SrA, B, C] = -P[A, B, CJ, gdy wierzcholki A, B, C nastepuja w kolejnosci

przeciwnej do ruchu wskazówek zegara.

W literaturze, pod nazwa Twierdzenie Cevy dla wielokatów, mozna znalezc

nastepujace

Twierdzenie 1. Dla nieparzystej liczby naturalnej n = 2s + l i wielokata

p = [Vo, VI, ... , Vn-I] oraz dowolnego punktu O, nie lezacego na zadnej

z prostych zawieraj acych boki wielokata P, niech Ui bedzie punktem wspólnym

prostej ViO i Vi+s 11,:-sl i = O, l, ... , n-L Wtedy

n-I ----+

II~=l
i=O Ui Vi+s

Dowód. Pomijamy - udowodnimy twierdzenie ogólniejsze. _

Powyzsze twierdzenie jest dla nas bezuzyteczne:

potrzebujemy implikacji odwrotnej, a prosty przyklad

(rys. l) wskazuje, ze nie mozna jej oczekiwac.

(lub (-lt)·

proste mo, mi,"" mn-I sa rózne,

prosta mi przechodzi przez wierzcholek Vi,

i = O, l, ... , n - l,

jesli Wi jest punktem wspólnym prostych mi

i mi -I, to zachodzi równosc

n-I --t

II~=l
i=O ViWi+1

(c)

Definicja 1. Skonczony ciag prostych

(mo, mi, ... , mn-I) nazywamy ciagiem Pratta dla

wielokata P = [Vo, VI, ... , Vn-I], gdy:

(a)

(b)

Rys. 1. Srodkowe pieciokata nie przecinaja sie w jednym punkcie. Liczbe l lub -l, wystepujaca w warunku (c),
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nazywamy wartoscia stowarzyszona z ciagiem Pratta. Dla n nieparzystych mamy
zatem dwa rodzaje ciagów Pratta.

Wybierzmy liczbe naturalna r < ~ wzglednie pierwsza z n, a punkt wspólny

prostych mi oraz Vi-r Vi+r oznaczmy Ui. Wi niech oznacza tym razem punkt

wspólny prostych mi oraz mi-r.

Twierdzenie 2. Przy wyzej wprowadzonych oznaczeniach

n-l --+ n-l ---+
II ~ =(-ltII ~.
i=O ViWi+r i=O UiVi-r

Dowód. Rozwazmy trójkaty [Vi, Wi, Vi-r] i [Vi+r, Wi+r, Vi] oraz wybierzmy

jako podstawy tych trójkatów odcinki [Wi, Vi] i [Vi, Wi+r] (rys. 2 dla r = 1).

Wysokosci opuszczone na wyróznione boki sa proporcjonalne do [Ui, Vi -r]

i [Ui, Vi+r] ( twierdzenie Talesa). Zatem

Wszystkie czynniki powyzszego iloczynu, z wyjatkiem trzech, sa równe -1,
zatem

---+ --+
UiVi-,· Wi Vis [Vi, Wi, Vi-r]

S [Vi+r, Wi+r, Vi]
---+---+
UiVi+r ViWi+r

Po wymnozeniu n równan stronami otrzymujemy

n-l [ ] n-l ---+ --+
II S Vi, Wi, Vi-r =(-lt II Vi-rUi Wi Vi .
'-O S [Vi+r, Wi+r, Vi] '-O U~ ~,- ,- ,Vi+r vi VV,+,.

Lewa strona tej równosci jest, oczywiscie, równa 1, poniewaz iloczyn liczników

rózni sie od iloczynu mianowników tylko porzadkiem czynników. Po prostych

przeksztalceniach otrzymujemy teze. _

W niosek. Równosc
n-l ---+

II~=±l
i=O Ui Vi-r

jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to,

aby ciag (mo, mr, m2r ... , m(n-l)r) byl ciagiem Pratta
z wartoscia stowarzyszona =f 1.

Twierdzenie 3. Jezeli (mo, mI, ... , mn_ d jest

ciagiem Pratta z wartoscia stowarzyszona (_l)n dla

n-kata P i n-l sposród prostych mo, mI, ... , mn-l

przechodzi przez pewien punkt W, to n-ta prosta tez

przechodzi przez W. (Oznacza to, miedzy innymi,

ze ciagi Pratta dla trójkatów skladaja sie z prostych

wspólpekowych. )

Dowód. Niech mt bedzie ta jedyna prosta nie

przechodzaca przez punkt W. Wprowadzmy

oznaczenia: Wt - punkt wspólny prostych mt i mt-l

oraz Wt+l - punkt wspólny prostych mt+! i mt.

Z zalozenia mamy
n-l --+

II~ =(-lt·
i=O ViWi+1

,
~,

1;0,, ,, ,

Rys,2

----+ ----t )

WVi-1 WtVi Wt+l Vi+l =-1.--~; ) ~
Vi-l Wt ViWt+l Vi+lW

Punkty W, Wt i Wt+1 sa niewspólliniowe, mamy wiec trójkat T = [W, Wt, WtH]

i, wobec powyzszej równosci, mozemy zastosowac twierdzenie odwrotne

do twierdzenia Menelaosa dla trójkata T i punktów Vi-l, Vi, ViH' Punkty

Vi-l, Vi, Vi+l sa wiec wspólliniowe, co przeczy przyjetemu zalozeniu

o niewspólliniowosci trzech kolejnych wierzcholków wielokata P. _
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Jestesmy gotowi do sformulowania tytulowego twierdzenia uogólniajacego

klasyczne twierdzenie Cevy.

Twierdzenie 4. (Cevy dla wielokata, G.C. Shephard 1998). Niech r < ~
bedzie taka liczba naturalna, aby r i n byly wzglednie pierwsze. Dla kazdego

i E {l,2, ... , n - l} wybierzmy punkt Ui nalezacy do prostej Vi-r Vi+r

(przekatnej lub boku wielokata P = [Vo, VI, ... , Vn- d) i oznaczmy przez mi

proste ViUi. Wówczas (mo, mr, m2r ... , m(n-l)") jest ciagiem Pratta z wartoscia

stowarzyszona (_l)n wtedy i tylko wtedy, gdy
n-l ----+

rr~=1.
i=O Ui Vi-r

Dowód. Oczywiste. _

Korzystajac z tego twierdzenia, Czytelnik z latwoscia sformuluje i udowodni

wiele twierdzen o wielokatach. Zachecamy do prób.

Pierwiastki szescienne na kartce

Dla tych, którzy nie cierpia kalkulatorów itp. urzadzen,

podajemy przepis na reczne obliczanie pierwiastka szesciennego.

Aby wyciagnac pierwiastek szescienny z liczby naturalnej n,
dzielimy ja na grupy trzycyfrowe, zaczynajac od prawej strony

(ostatnia grupa z lewej moze miec jedna lub dwie cyfry). Liczba

grup jest liczba cyfr calkowitej czesci pierwiastka.

Pierwsza cyfra Ci liczby ijn to pierwiastek szescienny

z najwiekszego pelnego szescianu, który nie przekracza pierwszej

grupy. Odejmujemy ten szescian od pierwszej grupy i spisujemy

druga grupe. Uzys.kana liczbe l dzielimy przez potrojony

kwadrat pierwszej cyfry pierwiastka, a potem przez 100.

Calkowita czesc wyniku jest druga cyfra pierwiastka (lub jest

od drugiej cyfry pierwiastka o jeden wieksza).

Nastepnie od liczby l odejmujemy szescian liczby utworzonej

przez dwie znalezione cyfry pierwiastka i dodajemy

1000 szescianów pierwszej cyfry pierwiastka. Z wynikiem

postepujemy tak, jak poprzednio z liczba l: dzielimy go przez

potrojony kwadrat liczby utworzonej przez pierwsze dwie

cyfry pierwiastka, a potem przez 100, znajdujemy trzecia cyfre

pierwiastka itp.

Jesli ktos chce znac wartosc ijn z dokladnoscia do kilku miejsc

po przecinku, musi liczbe n uzupelnic pC!przecinku dziesietnym

odpowiednia liczba grup trzycyfrowych zlozonych z samych

zer, a potem cierpliwie rachowac ... Niechec do urzadzen

mechanicznych (albo niemoznosc ich wykorzystania) wymaga

poswiecen - wyciaganie pierwiastków szesciennych przypomina

pod tym wzgledem zdobywanie Kasprowego piechota z nartami

na grzbiecie: nudno i ciezko, choc wiadomo, ze da sie to zrobic.

PS

_ Zadania

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 880. Udowodnic, ze liczb konczacych sie cyfra 5, których cyfry w zapisie

dziesietnym tworza ciag niemalejacy (idac od lewej do prawej) i które po

podniesieniu do kwadratu zachowuja te wlasnosc, jest nieskonczenie wiele.

Rozwiazanie na str. 15

M 881. Danych jest n liczb calkowitych (n > 1). Wiadomo, ze kazda z nich

rózni sie od iloczynu wszystkich pozostalych o liczbe bedaca wielokrotnoscia

liczby n. Udowodnic, ze suma kwadratów tych liczb jest podzielna przez n.
Rozwiazanie na str. 15

M 882. Udowodnic, ze w dowolnym ciagu arytmetycznym (an) o wyrazach

naturalnych istnieja dwa wyrazy o tej samej sumie cyfr.

Rozwiazanie na str. 6

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 499. Czy mozna posluzyc sie kablem z cienkiego przewodu miedzianego

w obudowie olowianej do polaczenia telefonicznego z balonem na uwiezi, który

znajduje sie na wysokosci 300 m? Granica sprezystosci olowiu jest równa

2.107 Njm2, ajego gestosc 11,3.103 kgjm3.

Rozwiazanie na str. 8

F 500. Lina stalowa, która wytrzymuje ciezar nieruchomej kabiny windy, ma

srednice 9 mm. Jaka srednice powinna miec lina, jezeli kabina windy przy

gwaltownym zahamowaniu moze uzyskac przyspieszenie do 8 g?

Rozwiazanie na str. 5
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