O geometrii wewnetrznej (11/1980)

Karol BORSUK

W artykule obok profesor Karol
Borsuk, twoérca teorii retraktow (patrz
Delta3/1979) 1 teorii ksztaltu (patrz
Delta 5/1980), przedstawia nowe
podejécie do problematyki geometrii
wewnetrznej, dotychezas miesaczace]

sie w ramach geometrii rézniczkowe]

i riemannowskiej.

Delta ma zaszczyt przedstawidé pierwszg
prace z zakresu stworzone] w ten sposéb
problematyki. Bardziej saczegdlowe
opracowanie podanych wynikéw ukaze
si¢ w Biuletynie Polskiej Akademii
Nauk (seria nauk matematycznych)

w 1981 roku.
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Ta przestrzen nie spelnia warunku (1.4).
Dlugosci kolejnych fragmentdw
WSinusoidy” pomiedzy dwoma kolejnymi
grzbietami sg wicksze od odpowiednich
wyrazow szeregu harmonicznego

L4 145414 .. 7 rozbieinodei tego
szeregu wynika, ze dlugosé widoczne) na
rysunku krzywej jest nieskonczona.

Ta przestrzeri nie spelnia warunku (1.5),
wiec takze nie jest geometrycznie
dopuszczalna.

J

1. Metryka wewnetrzna. Podstawowym dla geometrii jest pojecie odleglosci.
W n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej E™ odlegtosé dwéch punktéw
z=(21,...,2,) 1 y=(¥1,...,¥n) Wyraza sie wzorem

(1.1) e(z,y) =

a w przestrzeni Hilberta H, ktérej punktami sg ciagi liczb @ = (w1, 29,...)
=]

spetniajace warunek ) 2? < oo, odlegtoéé punktu z od punktu y = (y1,92,...)
=1}

wyraza sie wzorem

o
(1.2) o(z,9) = | D_ (=i — %)?.
i=1
Wazér (1.2) jest ogdlniejszy od wzoru (1.1), poniewaz przestrzen E™ mozemy
uwazaé za podzbidr przestrzeni H, zlozony ze wszystkich punktéw postaci
z=(2y,...,2,,0,0,...). Wzdr (1.2) okresla metryke o dla kazdej przestrzeni A
bedacej podzbiorem przestrzeni H. Zauwazmy jednak, ze takie pojecie odleglodcei
odbiega od potocznego rozumienia odleglosci punktéw z,y € A, poniewaz
méwiac o odleglodci migdzy @ 1 y w przestrzeni A, bierzemy pod uwage nie
tyle liczbe o(z,y), ile dlugosé drég w przestrzeni A, ktoére nalezy przebyé, aby
od « przejéé do y. Tak np., jezeli powierzchnie Ziemi traktujemy jako sfere S*
polozona w przestrzeni E3, to méwiac o odlegloci miedzy punktami z,y € S?,
mamy zazwyczaj na mysli dtugoéé drogi, ktéra trzeba na S? przebyé, aby od
przejéé do y, a wiec liczbe, ktéra dla z # y jest wieksza od odleglosci tych
punktéw w sensie metryki p. Przez tuk L laczacy punkty z,y w przestrzeni A
rozumiemy obraz przedziatu liczbowego (0, 1) przy homeomorfizmie
5:{0,1) — L C A, zwanym przedstawieniem parametrycznym tuku L

zawierajacego oba punkty z i y. Przez dlugo$é tego tuku rozumiemy liczbe |L],
k

ktéra mozemy okreslié jako kres gérny liczb postaci » _ o (s(t), s(tis1)), gdzie
1=0

0=ty <ty <...<tp <tpyr = 1. Wiadomo, ze tak okreslona liczba |L| nie

zalezy od sposobu obrania przedstawienia parametrycznego luku L. Kladac

(1.3) { oa(e,y) = kres dolny liczb |L|, gdzie L przebiega

: wszystkie tuki taczace » 1 y w przestrzeni A4,
otrzymamy pojecie odlegtoscl punktow x, y w przestrzeni A. Jasne jest jednak,
ze nie w kazdej przestrzeni A (o danej metryce p) liczba pa(z,y) jest okreslona
i skoficzona dla kazdej pary punktéw z,y € A: potrzeba, by przestrzen A
spelniata warunek

(1.4) {dla kazdej pary punktéw z,y € A istnieje w A huk L

o skonczonej dhugosci, taki ze z,y € L.
Przy spelnieniu przez przestrzen A warunku (1.4), wzér (1.3) przyporzadkowuje
kazdej parze punktow x,y € A liezbe pa(x,y), ktéra spetnia wszystkie
aksjomaty odleglodci. Tak okreslona funkcje g4 nazywamy metryka wewnetrzna
w przestrzeni A. Spelnia ona warunek
o(z,y) < pal(e,y) dla kazdej pary punktow z,y € A.

Aby jednak przejscie od danej metryki ¢ do metryki wewnetrzne) g4 nie
powodowalo zmiany topologicznych wiasnosci przestrzeni A, nalezy jeszcze
zalozy¢, ze przestrzen ta spelnia warunek

dla kazdego punktu x € A i kazdej liczby € > 0
(1.5) istnieje otoczenie Uy . dla z w A, takie ze dla

kazdego punktu y € Uy . jest ga(z,y) <e.
Powiemy, ze przestrzen A (z metryka g) jest geometrycznie dopuszczalna
(w terminologii angielskiej geometrically acceptable), w skréceniu A € GA, jezeli
spelnione sa oba warunki (1.4) i (1.5).
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Przestrzen metryczna nazywa sig
lokalnie spéjna, jezeli kazdy jej punkt
ma dowolnie male spéjne otoczenie.
Continuum to przestrzeri metryczna
zwarta 1 spdjna.

Rozmaitoéé topologiczna to spdjna
przestrzen lokalnie homeomorficzna

z przestrzenia euklidesowa E™. Méwimy,
#e na takiej rozmaitodci dana jest
metryka riemannowska, gdy kwadrat
rézniczki dlugosdci luku w tej przestrzeni
w lokalnych ukladach wspdlrzednych
WYTaza sig wzorem

ds® = E {J'nj(xl.---,-‘!?n)diﬂndxj,

t,3=1

gdzie g,; sa funkcjami rézniczkowalnymi.

W geometrii elementarne) przez sympleks
rozumiemy najmniejszy zbiér wypukly
(polozony w przestrzeni E™) zawierajacy
n + 1 punktéw ,w polozeniu ogélnym”
(zadne trzy nie leza na linii prostej,
zadne cztery nie sg wspdlplaszczyznowe
itd.). Sympleksy jednowymiarowe to
odeinki, dwuwymiarowe — trdjkaty,

a tréjwymiarowe — czworosciany.

W topologii nazywamy sympleksem
kazdy zbiér homeomorficzny z takim
sympleksem ,elementarnym”. Przez
triangulacje wielodcianu rozumiemy taki
Jjego podzial na sympleksy, przy ktérym
kazde dwa sympleksy, jesli si¢ przecinaja,
to wzdluz calej wspélnej k-wymiarowej
éciany, krawedzi czy wierzcholka. Na
ponizszym rysunku widzimy dwa podzialy
kwadratu na tréjkaty, z ktérych tylko
pierwszy jest triangulacja.

L Politop” jest pojeciem nieco
ogdlniejszym od wielokgta czy
wielogcianu. Rysujac na plaszczyznie
siatke tréjkatéw réwnobocznych tak,
jak byémy ukladali kafelki, otraymujemy
Jej triangulacje. Plaszezyzna jest wige
politopem. Z kolei politopem nie jest
przestrzen przedstawiona na rysunku
ponizej, a nawet zwykle kolo.

Przyklady: Przestrzenie wypukle sa geometryeznie dopuszczalne, przy

czym metryka wewnetrzna g4 nie rézni sie od danej w A metryki o. Tak jest
np. w przestrzeni A = E™ lub A = H.

Jasne jest, ze kazda przestrzen A € GA jest spdjna i lokalnie spéjna. Z drugiej
strony wiadomo, ze kazde lokalnie spéjne continuum jest homeomorficzne

z pewna przestrzenia wypukla, a wiec z przestrzenia GA.

Do klasy przestrzeni GA naleza tez wszystkie spéjne przestrzenie
riemannowskie, jak réwniez wszystkie spdjne wielodciany w sensie
elementarno-geometrycznym, a takze ogdlniejsze od nich spdjne politopy, a wice
przestrzenie P, dla ktérych istnieje skoiiczona lub przeliczalna triangulacja T,
ktorej sympleksy sa rozumiane w sensie geometrii elementarnej i spelniony jest
warunek, ze dla kazdego punktu @ € P istnieje w triangulacji T skoniczona liczba
symplekséw, ktorych suma stanowi otoczenie punktu x w P. Zauwazmy tez,

ze jezeli A i B sa przestrzeniami GA, to ich iloczyn kartezjanski A x B jest

tez przestrzenia GA, jezeli zas A 1 B sa podzbiorami domknietymi przestrzeni
metryczne] X, a ich ezes¢ wspdlna nie jest pusta, to A U B € GA.

Przez izometrie wewnetrzng rozumiemy taka funkcje f przeksztalcajaca
przestrzen A € GA na przestrzen A’ € GA, ze ga(z,y) = oa(f(2), f(y))

dla kazdej pary punktéw z,y € A. Jezeli taka funkcja istnieje, to méwimy,

ze przestrzenie A 1 A’ sa wewnetrznie izometryczne. Jasne jest, ze kazda
izometria (w sensie metryki o) jest izometria wewnetrzna (ale nie na odwrét),
natomiast kazda izometria wewnetrzna jest homeomorfizmem. Ztozenie dwéch
izometrii wewnetrznych, jak rowniez odwrdcenie izometrii wewnetrzne) sa
izometriami wewnetrznymi. A wiec relacja wewnetrzne] izometrii jest relacja
rownowaznosciowa.

Zauwazmy, ze w mysl przyjetej tu definicji dlugosci tuku L C A, przy izometrii
wewnetrznej f: A — A’ tuk L przechodzi na tuk L' C A, taki ze |L| = |L].

Z drugiej strony, kazdy homeomorfizm f spelniajacy ten warunek jest izometria
wewnetrzna.

Przez geometrie wewnetrzna rozumiemy tu teorie tych whasnosci

przestrzeni GA, ktore zachowuja sie przy wszystkich izometriach wewnetrznych.
A wiec z punktu widzenia geometrii wewnetrznej dwie wewnetrznie izometryczne
przestrzenie A, A’ € GA sa jednakowe. Natomiast ich wlasnosci geometryczne
(tj. whasnosci zalezne od pierwotnie przyjetych w nich metryk g 1 ¢') moga by¢
istotnie rozne.

2. Podzbiory GA przestrzeni £". Podamy tu dowéd (w postaci nieco
szkicowe]j) twierdzenia nastepujacego:

(2.1) Twierdzenie. Jezeli A jest GA-podzbiorem przestrzeni E™, lo dla kazdego
€ > 0 istnieje w przestrzeni E*" zbidr wewnetrznie izometryczny z A, ktdry

w sensie melryki p ma srednice mniejszq od €.

Dowdd. Niech d bedzie dang liczba dodatnia i niech D bedzie kwadratem

w plaszezyznie E? o wierzchotkach (0,0), (d,0), (0,d) i (d,d). Przyporzadkujmy
kadej liczbie catkowitej k punkt ax = (1d - (1+ m%) ,0) poloiy ne
odcinku (0, 0), (d,0). Wéwezas o((0,0), ar) < ¢((0,0), ax+1) dla kazdego
catkowitego k. Oznaczmy przez by wierzcholek tréjkata réwnoramiennego

lezacego w D o podstawie aparyi 1 bokach apby, bragyr o dlugosei d. Niech
teraz Ay oznacza przedziat (k- d,(k+ 1) -d) C E'. Wéwczas E' = | Aj.
k

Ktadac Bogp = apby, Bakrs1 = bragyr dla kazdego calkowitego k, zauwazmy,
ze istnieje przeksztalcenie ¢ prostej E' na zbiér | By C D, takie ze dla kazdego
k

calkowitego k przeksztalcenie ¢ przeprowadza izometrycznie odcinek Aj na
odcinek By i to tak, ze

w2k -d) = ar, ©((2k+1)-d)=b.
Jasne jest, ze ¢ jest homeomorfizmem przeksztalcajacym cala prosta E' na

zbiér | By.
k
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Metoda dowodu zamieszczonego obok
twierdzenia (2.1) pozwala tez na
wykazanie, ze przestrzen Hilberta H moze
by¢ wewnetrznie izometrycznie zanurzona
w dowolnie mala kostkg w niej.

Jednym z podstawowych twierdzen
geometrii przestrzeni riemannowskich
jest Theorema egregium ( , Wspaniale
twierdzenie” ):

krzywizna calkowita powierzchni

nie zmienia sig¢ pray wewngtrznych
1zometriach.

Przedstawiamy tu dwa sposoby takiego
skladania kwadratu, by zmiedcil si¢

w dowolnie malej kulce przestrzeni
tréjwymiarowe]. Linia kolorowa znaczy
nZagiaé do géry”, czarna — ,zagigé

do detu”. Za pomoca drugiego z tych
sposobéw mozna i cala plaszczyzne E?
przeksztaleid przez izometrie wewnetrzna
na podzbiér przestrzeni E* o dowolnie
malej srednicy i jest to pozytywne
rozwigzanie postawionego w tekscie
artykulu problemu. Autorem tego
rozwigzania jest dr J. Oledzki.

Cala przestrzeni E™ jest suma wszystkich n-wymiarowych kostek postaci
Dﬁ‘l,v-ql}“ = A.Ul XX A.u.n

gdzie py, ..., pn przebiega wszystkie uklady zlozone z n liczb caltkowitych.
Kladac
Wz, 4 Ends (BlE), . . 40(20)) dla kazdego (zi,...,z,) € E™,

otrzymujemy homeomorfizm ¢ przeksztalcajacy cala przestrzen E™ na pewien
podzbidr zbioru C' bedacego iloczynem kartezjanskim n kwadratéw D. Zbiér C'
mozemy traktowaé jako kostke 2n-wymiarowa, polozona w przestrzeni £2",
identyfikujac punkty postaci ((z1,z2), (23, 24),...,(22n—1,22,)) € C' 2z punktami
(z1,Z2,...,T2n) W przestrzeni E2".

Homeomorfizm 1 przeksztalca izometrycznie kazda kostke postaci

Dy,,.opn = Ay X ... x Ay, nasgbior By, x ...x By, skad wynika,

ze kazdy tuk L C Ay, x ... x A, przechodzi izometrycznie na tuk

(L) C By, X ...%x By, . To pozwala okazaé, ze przy homeomorfizmie 1
zachowuja sie dlugosci wszystkich hukéw L polozonych w przestrzeni E™.

A wigc, dla kazdego zbioru A € GA polozonego w E"| przeksztalcenie czesciowe
| A jest izometria wewnetrzna przeksztalcajaca A na zbidr A’ = ¢(A) C C. Ale
érednica kostki €, bedacej iloczynem kartezjariskim n kwadratéw o boku d, jest

réwna \/n(v/2d)? = d- V2n. Jezeli wiec, dotychczas dowolna, liczbe dodatnia d

obierzemy tak, by byla mniejsza od 752-;, to érednica zbioru A’ stanie sie
mniejsza od £. To konezy dowdd twierdzenia (2.1).

3. Uwagi w zwigzku z twierdzeniem (2.1). Z twierdzenia (2.1) wynika

w szczegdlnodci, ze cala przestrzen E3 (a wiec przestrzen, ktdra czasami sktonni
jesteSmy uwazaé za matematyczny schemat naszej przestrzeni kosmicznej)

daje sie potraktowaé jako podzbiér przestrzeni E® majacy dowolnie mata
érednice. Przy takim ujeciu punkty polozone w przestrzeni E3 w dowolnie
wielkiej odleglodci jeden od drugiego staja si¢ w przestrzeni E° (w sensie zwyklej
metryki g) dowolnie bliskie.

W kosmologii wspolczesnej zaklada sie zwykle, ze rozpatrywane przestrzenie
sa riemannowskie — co zreszta moze by¢ kwestionowane. Jesli jednak
ograniczymy sie do przestrzeni riemannowskich i do wewnetrznych izometrii
przeprowadzjacych takie przestrzenie na przestrzenie riemannowskie, to
twierdzenie (2.1) nie da sie utrzymaé, wiadomo bowiem, ze np. powierzchnia
riemannowska wewnetrznie izometryczna ze sfera S* musi byé ze sfera ta
izometryczna.

Geometria wewnetrzna, ograniczona do zakresu przestrzeni riemannowskich, jest
jednym z klasycznych dzialéw geometrii rézniczkowej. Gdy ograniczenie to sie
odrzuci, to konieczna staje sie rezygnacja z takich klasycznych niezmiennikéw,
jak krzywizna calkowita (gaussowska), natomiast pojawiaja sie nowe fakty (jak
np. twierdzenie (2.1)) i powstaje nowa, obszerna problematyka.

LOT AT S

Powstaje pytanie, czy wymiar 2n przestrzeni, w ktére] G A-podzbiory
przestrzeni E™ daja sie umiesci¢ bez zmiany ich wewnetrznych wlasnosci, ale

4



o

Rozwigzanie zadania F 500.

Maksymalne naprezenie liny obcigzonej
nieruchomsa windg wynosi
Q Mg
g=—= _I'- v
o p ?Hi“,'r“i
gdzie m jest masa windy, a d = 9 mm

nalna sila, z jaka

srednicy liny. Maksyr
winda moze dzialaé¢ na ling pray
gwaltownym zahamowaniu, wynosi

mg + 8mg = 9mg. Osiagane naprezenie
liny wynosi wtedy

9mng 36mg
— £

T wxD2j4a " wxD2 '

gdzie D jest szukana érednica. W obu
przypadkach maksymalne naprezenie
o= = (I jest sila dzialajaca na ling)
jest takie samo. Stad otrzymujemy

4mg 36meg

rd2 = wD?
i dostajemy, 2ze drednica liny powinna
wynosié¢ co najmnie) D = 3d = 27 mm.

Zbidr pierwsze] kategorii w sensie Baire'a
to zbidr bedacy przeliczalng suma
zbioréw domknigtych o pustym wngtrazu
— a takze kazdy jego podzbiér. Wazne
twierdzenie Baire'a glosi, ze niepusta
zupelna przestrzen metryczna nie jest
pierwsze] kategorii.

z dowolnym zmniejszeniem srednicy, daje sie zastapié przez liczbe mniejsza.
Ostatnio S. Nowak i J. Oledzki okazali, ze liczba 2n daje sie zastapic¢ przez
liczbe n + 1.

Nie wiadomo tez, czy dla kazdego n istnieje w przestrzeni E™ zbidr A € GA
(czy nawet spéjny wielocian), ktéry nie moze byé przez izometrig wewngtrzna
przeprowadzony na podzbiér przestrzeni E"~! o dowolnie malej érednicy

(w sensie metryki ¢). Nasuwa si¢ tez naturalne pytanie, czy kazda osrodkowa
przestrzen A € GA, o wymiarze < n, daje sie¢ przez izometri¢ wewnetrzng
przeprowadzié na podzbiér przestrzeni E?"t1. Pozytywne rozwiazanie tego
zagadnienia stanowiloby naturalny odpowiednik twierdzenia Mengera-Nobelinga
o tym, ze kazda osrodkowa przestrzen metryczna wymiaru nie wiekszego niz n
jest homeomorficzna z pewnym podzbiorem przestrzeni E*"+1.

Ponizej podamy twierdzenie, ktére w zakresie spéjnych politopéw
1-wymiarowych daje pozytywna odpowiedz na to pytanie.

4. Spéjne politopy 1-wymiarowe. Podamy ide¢ dowodu (z pominigciem
niektérych szezegdtéw o charakterze technicznym) twierdzenia nastepujacego:

(4.1) Twierdzenie. Dla kazdego spijnego 1-wymiarowego politopu P
(potozonego w przestrzeni H) i kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje w E politop P’
P ] 14

o §rednicy < £, wewnetrznie izometryczny z P.

Dowéd. Niech T bedzie triangulacja politopu P o 1-wymiarowych sympleksach
(a wiec odcinkach) Ly, La, ... (moze by¢ ich liczba skoiiczona). Mozemy przyjaé,
ze $rednica kazdego z tych odcinkéw jest < £. Ktadac Py = Ly U...U Li, mamy
Py C Piyy oraz P =} P;.

3

Kazdemu wskaznikowi k przyporzadkujmy liczbe ny < §, taka ze kazdy
odcinek L;, ktérego choé jeden koniec nalezy do Pj, ma dlugosé wieksza od .
Obierzmy punkt by € E? i kazdemu wskaZnikowi k przyporzadkujmy kule

Qi C E3 o érodku bg i promieniu ry < n tak, by rp4q < rp dla kazdego k.
Ustawmy teraz wszystkie wierzcholki triangulacji T' w ciag (byé moze
skonczony) ay, as, . .. tak, by wskazniki wierzchotkéw nalezacych do Pi byty
mniejsze od wskaznikéw wierzchotkdw nalezacych do Py \ Pr.

Kazdemu g = 1,2,... przyporzadkujemy punkt b, € E® tak, by spelnione byty
warunki:

(4.2) jezeli a, € Py, to by € Qry1;

(4.3) { 7adna plaszczyzna potozona w E3 nie zawiera

wiece] niz 3 punkty z ciagu by, ba, . ..
Zauwazmy, ze jezeli odcinek a,a, nalezy do triangulacji T" oraz a, € Py, to
o(au,a,) > ni, a wiec oba punkty by, b, leza w kuli Q. Stad

€
o(bu, b)) < < olay,a,) < 5

Wezmy teraz pod uwage elipsoide obrotowa M, , bedaca zbiorem wszystkich
punktéw z € E? spelniajacych warunek

(4.4) o(z,b,) + o(x,b,) = o(au, ay).

Jasne jest, ze skoficzony lub przeliczalny zbiér ptaszczyzn potozonych w E3
przecina elipsoide M, , w zbiorze pierwszej kategorii (w sensie Baire’a). Stosujac
wiec proste rozumowanie indukcyjne, mozemy kolejnym odcinkom L;, z ktérych
kazdy ma postaé a,a,, przyporzadkowaé punkty b;- € M, tak, by zadna

z plaszczyzn w przestrzeni E2 nie zawierala wiecej niz 3 spoéréd punktéw

by, ba, ... oraz b}, b,, ... Ponadto, na odcinku L; = a,a, mozemy obraé punkt a},
taki ze

(4.5) o(ay, ;) = o(by, b}) oraz o(ay,a;) = o(by, b}).

Whprowadzenie na kazdym odcinku &; postaci a,a, wierzchotka a} daje
podpodzial 7" triangulacji T politopu P. Przyporzadkowujac kazdemu a,

punkt b,, a punktowi a;v — punkt b}, otrzymamy wzajemnie jednoznaczne
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Przy przeksztalceniu symplicjalnym
obraz sympleksu jest zawarty w pewnym
sympleksie.

k4

Rozwiazanie zadania M 882,

Dia ciagu stalego teza jest aoczywista.
Miech r # 0 bedzie réznicg clagu;
dobierzmy liczbe naturalna k tak,

by mie¢ 1057 < r < 10%. Niech

n bedzie taka liczba naturalna, ze
10"~% — (n+1)>0ia; < 10™ Istnienie
takiej licasby jest oczywiste, bowiem ciag

by = 10™*% — (n 4 1) jest rozbiezny do
oc. Niech K bedzie zbiorem tych wyrazéw

ciagu, ktdre sg zawarte w przedziale
[107%, 10"+, Zbiér K zawiera co
najmniej 910" elementéw. Wreszcie

suma cyfr dowolnego elementu z K
Jest nie wigksza miz 9(n + 1). Z zasady
szufladkowe] Dirichleta wynika wigc,
2e spodrod elementdw zbioru K mozna
wybrac¢ dwa o te] same] sumie cyfr.

Kacik olimpijski (23)

przeksztalcenie zbioru wierzchotkéw triangulacji 77 na zbidr punktdéw
polozonych w przestrzeni E3, taki ze zadne cztery punkty tego zbioru nie

leza w jednej plaszczyznie. Przeksztalcenie to indukuje pewne przeksztalcenie
symplicjalne politopu P na politop P’ bedacy suma wszystkich odcinkéw postaci
bubj oraz b,b:, gdzie L; = aya,. Z uwagi na (4.4) i (4.5) przeksztalcenie to jest
izometria wewnetrzna.

Kazdy z punktéw b, lezy jednak w kuli Q1 o srodku b; i promieniu r < 7 < =
a kazdy punkt b: lezy na obrotowej elipsoidzie My, ,, dla ktérej b, jest
ogniskiem, a érednica jest réwna g(a,,a,) < §. A wige zbiér wszystkich
wierzchotkéw politopu P’ ma érednice mniejsza niz 2 - (% + £) = . Wiec

i érednica calego politopu P’ jest mniejsza od ¢ i dowdd twierdzenia (4.1) jest
zakonczony.

Przeniesienie tego twierdzenia na spéjne politopy wymiaru wiekszego niz 1

nastrecza istotne trudnodei. Nierozstrzygniete jest nawet proste pytanie,

czy kazdy spdjny wieloscian dwuwymiarowy jest wewnetrznie izometryczny

z wielo§cianem polozonym w przestrzeni E°, a w szczegdlnoéci z wielodcianem

o dowolnie malej $rednicy. Nie wiadomo réwniez, czy kazde l-wymiarowe

continuum nalezace do klasy GA jest wewnetrznie izometryezne z continuum

polozonym w przestrzeni E®. W geometrii wewnetranej, rozumianej w sensie tu

podanym, istnieje wiele zagadnienl, ktére oczekuja rozstrzygniecia. Nie wiem

np. czy miara k-wymiarowa (odpowiednio zdefiniowana w przestrzeni GA)

zachowuje si¢ niezmienniczo przy izometriach wewnetrznych. Nie wiadomo

tez, kiedy izometria wewnetrzna f: A — A’ (gdzie A i A’ sa GA-zbiorami

potozonymi w przestrzeni Hilberta H) daje sie otrzymaé przez ciaglta deformacje

zbioru A, zachowujacq dtugosé kraywych, tj. czy istnieje przeksztalcenie ciagle
F:Ax(0,1)— H,

takie ze f(.t:, 0)=1z; f(a:, 1) = f(2) dla kazdego punktu x € A oraz ze dla

kazdego t € (0, 1) przeksztalcenie f; : A — H dane przez wzér f(z) = f(u:, t)

jest izometria wewnetrzna.

Nie wiadomo tez, kiedy zbiér A € GA polozony w przestrzeni E™ daje sie
przez izometrie wewnetrzna przeprowadzié na zbiér A’ C E™ | ktéry nie jest
izometryeczny z A w sensie metryki g.

Lista nierozstrzygnietych pytan geometrii wewnetrznej jest bardzo obszerna.

Trzynaste zadanie

W dniach 6-10 listopada 1998 r. odbyla sie w Warszawie IX Olimpiada
Matematyczna Panstw Battyckich Baltic Way '98. W konkursie tym braly
udzial ekipy nastepujacych 10 panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Islandii,
Niemiec, Norwegii, Litwy, Lotwy, Polski, Szwecji oraz miasta Sankt Petersburg.
W skiad kazdej delegacji wehodzili uczniowie szkét srednich. Zawody mialy
charakter druzynowy i polegaly na rozwiazaniu 20 zadah w ciagu 4-;— godziny.
Kazde zadanie bylo oceniane w skali 0-5 punktéw. Druzyna polska z suma
68 punktow zajeta trzecie miejsce za druzyna Eotwy (72 pkt.) oraz Estonii
(70 pkt.).

Zadanie 13. sprawito uczniom najwiecej trudnoéci — zadnej ekipie nie udato
si¢ zdoby¢ ani jednego punktu za rozwiazanie tego zadania (i jak tu nie by¢
przesadnym. . .). Nizej zaprezentujemy dwa rozwiazania tego zadania.

13. W picciokgcie wypuktym ABCDE boki AE i BC sq réwnolegle oraz

LADE = £BDC'. Przekgtne AC' 1 BE przecinajq sie w punkcie P. Udowodnié,
e LEAD = (BDP oraz tCBD = LADP.
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