Klub 44

Termin nadsylania rozwigzan:

Rys. 2

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F

31 VII 1999

po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadan 266 (WT=2,65) i 267 (WT=2,73)

z numeru 11/1998

Jaroslaw Lazuka
Marek Wdjcicki
Andrze] Nowogrodzki
Andrzej Idzik
Aleksander Surma

— Warszawa
- Szczecin

— Chociandw
~ Bolestawiec
— Myszhéw

42,31
41,14
27,31
22,08
18,07

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadai z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnodcia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspolezynnik trudnoéci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbg osdb,
ktére nadeslaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdw, w dowolnym czasle
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponewnego udzialu. Traykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdtowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2,/1999.

Zadania z fizyki nr 278, 279
Redaguje Jerzy B. BROJAN

278. Oceni¢ orientacyjnie minimalna predkoéé jazdy na nartach wodnych. Przyjac
mase narciarza réwna 70 kg, a laczna powierzchni¢ nart réwna 0,4 m?.

279. Jak wiadomo, dla obserwatora patrzacego znad wody obraz przedmiotéw
polozonych w glebi wody znajduje si¢ ptycej. W podrecznikach ten efekt bywa jednak
ilustrowany réénie. Czy dla obserwatora patrzacego ukodnie obraz ten jest:

a) przesunigty wzgledem przedmiotu tylko w pionie, czy réwniez w poziomie, a jesli
tak, to w strone obserwatora, czy w przeciwna (rys. 1)7

b) polozony glebiej, niz dla patrzacego z géry, plycej, czy dokladnie na tej samej
glebokodci?

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 1/1999
Przypominamy tres¢ zadan:

270. Kaiice lekkiego, nierozciagliwego sznurka o wytrzymalodcei 50 N i diugosci 1 m sg praywiazane
do haczykéw umocowanych na tym samym posziomie i odleglych o 0,87 m. Ile wynosi maksymalna
pié? Ile
aru, ktéry mozna zawiesié w dowolnym miejscu na tym sznurku

i w ktérym miejscu ryzyko zerwania jest najwigksze?

wartoéé ciezaru, ktéry mozna zawiesié na tym sznurku i w ktérym miejscu nalezy go zaczepié

wynosi maksymalna wartosc c

271. Dane jest Zrédlo stalego napigcia U i n jednakowych kondensatoréw, ktére mozna taczyc

- grodla, rozlaczad, taczy¢ ponownie, zndw ladowad itd. dowolng liczbe

w dowolny obwdéd, tadowacd =
razy. Jakie maksymalne napigcie (maksymalne w sensie kresu gérnego) mozna uzyskac w ten sposob?

270. Oznaczmy zawieszony ciezar przez P, a katy nachylenia odcinkéw sznurka

do poziomu przez o i § (rys. 2). Z warunku réwnowagi sit w punkcie zawieszenia
obliczamy sily napinajace kazdy z tych odcinkéw

: cos 3 ’ Aros e COos o .

sin(a + ) sin(a + 3)

Na podstawie twierdzenia cosinuséw mozna wyrazi¢ katy o i 3 przez parametr z
opisujacy polozenie punktu zaczepienia ciezarka. Numeryczna analiza tych zaleznosci
pozwala stwierdzié, ze przy podanych wartosciach liczbowych maksymalny cigzar
mozna zaczepi¢ w punkcie z = 0,148 (lub tez w symetrycznym punkcie z = 0,852),

a wartoéé tego cigzaru wynosi 50,71 N. Najwicksze ryzyko zerwania wystapi natomiast
w punkcie z = 0,366 (lub = = 0,634), a dopuszczalna warto$¢ cigzaru wynosi 47,32 N.
(Autor nie potrafit ustali¢, czy mozliwa jest dalej idaca dyskusja analityczna lub
geometryczna tego problemu — ale moze poradzi sobie z tym problemem ktérys

7 Czytelnikéw? Byly juz w historii Ligi takie przypadki...)

NI:

271. Rozwiazemy zadanie metoda rekurencji.

Dla n = 0 dysponujemy tylko danym Zrédlem, czyli Uy = U.

Dla n = 1 maksymalne napigcie osiagniemy, tadujac kondensator ze Zrédla, a nastepnie
dolaczajac go do #rédla szeregowo — laczne napigcie bedzie wige réwne Uy = 2U.

Podobnie postepujemy dalej: aby znaleZé napiecie Uny1, skonstruujmy ze Zrédta

i n kondensatoréw baterie o napieciu U, 1 dolaczmy do niej nastepny kondensator.
Oczywiécie, bateria czedciowo sie rozladuje — zatem trzeba bedzie ja odlaczyé,
naladowaé ponownie, znéw przylaczyé do ostatniego kondensatora i powtdrzyé te
operacje odpowiednia liczbe razy. Ostatecznie natadujemy go do napiecia dowolnie
bliskiego Uy, a po ponownym natadowaniu zespolu pozostalych do napiecia U,
mozemy calo§é zestawié szeregowo. Stad Uny1 = 2Un, czyli U, = 2" - U.
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Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1999

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglgdnieniu ocen rozwigzan
zadan 365 (WT=2,08) i 366 (WT=2,17)
z numeru 9/1998

Macie] Mostowski — Warazawa 47,09
Witeld Bednorz — Tychy © 43,87
Zbignicw Skalik ~ Pyskowice 42,45
Tadeusz Jazefcayk — Poznani 42,19
Witold Bednarek = bLadi 41,70

Bogumila Pictrowska Zielona Géra 37,24

Nowa twarz w Klubie 44 M: pan Maciej
Mostowski.

e

Rozwigzanie zadania M 880.

Zadania z matematyki nr 381, 382
Redaguje Marcin E. KUCZMA

381. Mamy dwie identyczne talie po n kart (n > 3); na kartach kazdej talii sa napisane
liczby od 1 do n, po jednej na kazdej karcie. Przy okraglym stole siedzi n oséb; kazda
trzyma dwie karty. Co sekunde kazda osoba podaje karte z wigksza liczba sasiadowi

z prawej strony (ruch jest wykonywany jednoczesnie przez wszystkie n oséb). Zabawa
sie konczy, gdy ktérad z oséb ma w rece dwie jednakowe karty. Wyznaczyé wszystkie
wartosci n, dla ktérych opisany proces moze trwaé nieskonczenie. (Nie bierzemy pod
uwage czynnikéw ,niematematycznych”, jak np. $mier¢ uczestnika, zasnigcie lub
odmowa dalszego uczestnictwa w owej rozrywce, itp.)

382. Ciag (an) jest okreslony wzorami:

3 3 4
ap =2, a1 =a2=1 oraz an = —70n=1 — Z7ln—2 + —@n—3 dla n > 3.

Czy szereg ao +ai + a2 +aa + ... jest zbiezny?
Zadanie 382 zaproponowal pan Mirostaw Matlgga ze Skoczowa.

Rozwigzania zadaii z matematyki z numeru 1/1999
Przypominamy tresé zadaii:
373. Niech J bedzie zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych wiekszych od 1. Wyznaczyé wsazystkie
funkcje f: J — J spelniajace warunek
[f(a:ryq)]': < f[';;':)l‘fpf(_y)uq dla =,y > 1 oraz p,¢ > 0.

55L10 _ 4

374. Czy istnieje liczba catkowita k > 1, dla ktérej iloraz ]
5k= —

- jest liczbg plerwsza?
373. Niech f bedzie jedna z szukanych funkcji. Prayjmijmy: h(t) =In f(e").
W podanej nieréwnoéci podstawiamy z = e°, y = e’ (s,¢ > 0) i sprowadzamy warunek
nalozony na funkcje f do réwnowaznej postaci '
h(s h(t
() 4h(ps +qt) < -(p-l + % dla s,,p,q¢ > 0.
Podstawiajac teraz p = 1/2, ¢ = s/2{, otrzymujemy nieréwnos¢

sh(s) < th(t) dla s,t>0.

Wobec symetrii rél zmiennych s, { nieréwnos$é ta musi by¢ faktycznie réwnodcig,
co oznacza, ze funkcja t— th(t) jest stala. Tak wigc h(t) = ¢/t dla pewnej stalej
¢ > 0. Na odwrét, jedli k jest funkcja takiej postaci, to warunek (%) jest po prostu
nieréwnodcia miedzy érednia harmoniczna i érednia arytmetyczna liczb ¢/ps i ¢/qt
- jest wigc spelniony.

Wzér h(t) = ¢/t (c > 0) przedstawia zatem ogdlne rozwiazanie nieréwnosci (*).

Wobec tego ogdlna postaé funkcji f spelniajacej warunek zadania jest dana wzorem
flz) = a'/" % gdzie a = e° jest dowolna stala wieksza od 1.

374. Niech k > 1 bedzie dowolna liczba naturalna. Oznaczmy: 5k* = m.
Przeksztalcamy rozwazany iloraz:
5
-1
I= m—1:m4+m3+m2+m+1=;‘12 —B*
FEIE

gdzie A=m?+3m+1, B=(m+1)vbm = 5k(m + 1).
Otrzymujemy rozklad na czynniki catkowite:
I=(A+ B)(A— B); przy tym A— B > 1, bo m? > 5km, 3m > 5k. Zatem iloraz [
nigdy nie jest liczba pierwsza.

-]

Rozwigzanie zadania M 881,

Dla dowolnej liczby naturalnej n niech a, = 3...35. Cyfry liczb a, tworzg ciag Oznaczmy dane liczby przez ¢1,¢2,...,€n.
2 Niech ¢1 -... - ¢cn = k. Z treéci zadania wynika,
_ _ ot 45 o Ze oy — c"—l = kin, gdzie liczby k; sa caltkowite
niemalejacy. Poza tym, a, = o Latwo sprawdzié, ze (i =1,...,n). Zatem, mamy ¢2 = k + kinc;.
10"+l 4 5 2 ) ) i Po zsumowaniu stronami wszystkich n rédwnosci
(f) = (10" £10% 4 ... +10"?) $2 (10" + ...+ 10) 45, dostajemy

n

n b
czyli @2 =1...12...25. Liczby a, spelniaja wigc warunki zadania. 2 =nk+n kici=n | k+ ke

'\_.\/_/

=1 =1 s=1
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