Przy przeksztalceniu symplicjalnym
obraz sympleksu jest zawarty w pewnym
sympleksie.

k4

Rozwiazanie zadania M 882,

Dia ciagu stalego teza jest aoczywista.
Miech r # 0 bedzie réznicg clagu;
dobierzmy liczbe naturalna k tak,

by mie¢ 1057 < r < 10%. Niech

n bedzie taka liczba naturalna, ze
10"~% — (n+1)>0ia; < 10™ Istnienie
takiej licasby jest oczywiste, bowiem ciag

by = 10™*% — (n 4 1) jest rozbiezny do
oc. Niech K bedzie zbiorem tych wyrazéw

ciagu, ktdre sg zawarte w przedziale
[107%, 10"+, Zbiér K zawiera co
najmniej 910" elementéw. Wreszcie

suma cyfr dowolnego elementu z K
Jest nie wigksza miz 9(n + 1). Z zasady
szufladkowe] Dirichleta wynika wigc,
2e spodrod elementdw zbioru K mozna
wybrac¢ dwa o te] same] sumie cyfr.

Kacik olimpijski (23)

przeksztalcenie zbioru wierzchotkéw triangulacji 77 na zbidr punktdéw
polozonych w przestrzeni E3, taki ze zadne cztery punkty tego zbioru nie

leza w jednej plaszczyznie. Przeksztalcenie to indukuje pewne przeksztalcenie
symplicjalne politopu P na politop P’ bedacy suma wszystkich odcinkéw postaci
bubj oraz b,b:, gdzie L; = aya,. Z uwagi na (4.4) i (4.5) przeksztalcenie to jest
izometria wewnetrzna.

Kazdy z punktéw b, lezy jednak w kuli Q1 o srodku b; i promieniu r < 7 < =
a kazdy punkt b: lezy na obrotowej elipsoidzie My, ,, dla ktérej b, jest
ogniskiem, a érednica jest réwna g(a,,a,) < §. A wige zbiér wszystkich
wierzchotkéw politopu P’ ma érednice mniejsza niz 2 - (% + £) = . Wiec

i érednica calego politopu P’ jest mniejsza od ¢ i dowdd twierdzenia (4.1) jest
zakonczony.

Przeniesienie tego twierdzenia na spéjne politopy wymiaru wiekszego niz 1

nastrecza istotne trudnodei. Nierozstrzygniete jest nawet proste pytanie,

czy kazdy spdjny wieloscian dwuwymiarowy jest wewnetrznie izometryczny

z wielo§cianem polozonym w przestrzeni E°, a w szczegdlnoéci z wielodcianem

o dowolnie malej $rednicy. Nie wiadomo réwniez, czy kazde l-wymiarowe

continuum nalezace do klasy GA jest wewnetrznie izometryezne z continuum

polozonym w przestrzeni E®. W geometrii wewnetranej, rozumianej w sensie tu

podanym, istnieje wiele zagadnienl, ktére oczekuja rozstrzygniecia. Nie wiem

np. czy miara k-wymiarowa (odpowiednio zdefiniowana w przestrzeni GA)

zachowuje si¢ niezmienniczo przy izometriach wewnetrznych. Nie wiadomo

tez, kiedy izometria wewnetrzna f: A — A’ (gdzie A i A’ sa GA-zbiorami

potozonymi w przestrzeni Hilberta H) daje sie otrzymaé przez ciaglta deformacje

zbioru A, zachowujacq dtugosé kraywych, tj. czy istnieje przeksztalcenie ciagle
F:Ax(0,1)— H,

takie ze f(.t:, 0)=1z; f(a:, 1) = f(2) dla kazdego punktu x € A oraz ze dla

kazdego t € (0, 1) przeksztalcenie f; : A — H dane przez wzér f(z) = f(u:, t)

jest izometria wewnetrzna.

Nie wiadomo tez, kiedy zbiér A € GA polozony w przestrzeni E™ daje sie
przez izometrie wewnetrzna przeprowadzié na zbiér A’ C E™ | ktéry nie jest
izometryeczny z A w sensie metryki g.

Lista nierozstrzygnietych pytan geometrii wewnetrznej jest bardzo obszerna.

Trzynaste zadanie

W dniach 6-10 listopada 1998 r. odbyla sie w Warszawie IX Olimpiada
Matematyczna Panstw Battyckich Baltic Way '98. W konkursie tym braly
udzial ekipy nastepujacych 10 panstw: Danii, Estonii, Finlandii, Islandii,
Niemiec, Norwegii, Litwy, Lotwy, Polski, Szwecji oraz miasta Sankt Petersburg.
W skiad kazdej delegacji wehodzili uczniowie szkét srednich. Zawody mialy
charakter druzynowy i polegaly na rozwiazaniu 20 zadah w ciagu 4-;— godziny.
Kazde zadanie bylo oceniane w skali 0-5 punktéw. Druzyna polska z suma
68 punktow zajeta trzecie miejsce za druzyna Eotwy (72 pkt.) oraz Estonii
(70 pkt.).

Zadanie 13. sprawito uczniom najwiecej trudnoéci — zadnej ekipie nie udato
si¢ zdoby¢ ani jednego punktu za rozwiazanie tego zadania (i jak tu nie by¢
przesadnym. . .). Nizej zaprezentujemy dwa rozwiazania tego zadania.

13. W picciokgcie wypuktym ABCDE boki AE i BC sq réwnolegle oraz

LADE = £BDC'. Przekgtne AC' 1 BE przecinajq sie w punkcie P. Udowodnié,
e LEAD = (BDP oraz tCBD = LADP.
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Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

I rozwigzante:

Niech ¢; i ¢3 beda odpowiednio okregami opisanymi
¢z na tréjkatach AED i BC'D (rys. 1). Zaléimy, ze
prosta DP przecina okrag ¢z w punkcie F'. Poniewaz
LADE = £BDC, wigc stosunek diugosci odeinkéw
EA i BC jest réwny stosunkowi dlugoéei promieni
okregdéw ¢y 1 ¢o. Zatem jednoktadnosé o srodku P,
przeksztalcajaca AFE na CB, przeksztataca okrag ¢y
B na okrag cs. Ta sama jednokladnosé przeksztatca

tuk DF okregu ¢; na tuk F'B okregu ¢s. Stad wynika,
ze LEAD = LBDF = £BDP. Druga réwnost
dostajemy analogicznie.

Powyssze rozwiazanie to tzw. rozwiazanie oficjalne, dostarczone przez autora
zadania. Podczas wyboru zadan niektérzy czlonkowie miedzynarodowego

Jury, zapoznawszy si¢ z samym zadaniem i powyzszym rozwiazaniem, uznali,

ze zadanie to jest tatwe. ..

IT rozwigzanie:

Lemat: Zatdzmy, Ze w szesciokgcie wypuklym
ABCDEF zachodzq 2wigzki: LEAF = LCAB = «,
LACB=(ECD =8, LCED = LAEF =~. Wowczas
przekgine AD, BE, C'F przecinajg si¢c w jednym

punkcie.

Dowéd: Przez [XY Z] bedziemy oznaczaé pole
tréjkata XY Z. Niech K, L, M beda odpowiednio
punktami przecigcia nastepujacych par odcinkow:
AD,EC; BE,CA; CF,AFE (rys. 2). Dostajemy
nastepujace réwnosci:

AL CK EM _[ABE] [CDA] [EFC] _ [ABE] [CDA] [EFC] _
IC KE MA [CBE] [EDA] [AFC] [AFC] [CBE] [EDA]

. ABAE CD-CA EF-EC-

T AF-AC CB-CB ‘EDR-EA"

AB CD EF _sinf siny sina _

CB ED AF ~ sina sinf siny
skad, na mocy twierdzenia Cevy, przekatne AD, BE, CF przecinaja si¢
w jednym punkcie.

C Przystepujemy do rozwiazania naszego zadania. Na
boku AB danego pigciokata ABC DE budujemy
(po jego zewnetrzne] stronie) tréjkat ABQ tak, aby
LQAB = LEAD oraz LQBA = LCBD (rys. 3).
B Na mocy lematu, punkty D, P, @ sa wspdtiniowe.
Poniewaz odcinki AF i BC' sa réwnolegle, wigce
LADB = LEAD+ LCBD = LQAB + LQBA =
= 180° — LAQB.
Zatem na czworokacie AQBD da si¢ opisaé okrag,
skad LEAD = LBAQ = LBDQ = /BDP. Druga

réwnoéé dostajemy analogicznie.

Ciekawe, jak zareagowaloby Jury, gdyby II rozwigzanie bylo rozwiazaniem
oficjalnym, dostarczonym przez autora zadania. Najprawdopodobniej osadzono
by, ze zadanie jest za trudne 1 nie pojawiloby sie ono na zawodach. ..

Obszerniejsze sprawozdanie oraz pozostale zadania z zawoddéw Baltic

Way '98 mozna znalezé w Internecie na stronie Olimpiady Matematycznej:
http://www.impan.gov.pl/"olimp/ , jak réwniez w broszurze: L Olimpiada
Matematyczna, Sprawozdanie Komitetu Glownego. Broszura ta zostanie
rozestana do wszystkich szkét érednich w Polsce we wrzesniu 1999 r.

7 Waldemar POMPE



