Dla Czytelnikdéw mamy dwie propozycje:

Zadanie. Udowodni¢ Twierdzenie 1
rozwazajac dlugie rozwinigcia i zbiér
{p/ 22 p/p - 2))

Problem. Latwo zauwazy¢, ze definicja
funkecji ® ma sens dla dowolnej liczby
wymiernej wigkszej od 2. Warto zbadaéd
wtlasnodci otrgymane] w ten sposdb
inwolucji.

Innymi stowy, krétkie rozwinigcie liczby p/j = [ao;. . .; a,] jest symetryczne:
a; = an_i. Gdyby n = 2k, to mielibyémy p/j = [ao;...;ar—1;ak; ax—1, .. .;ag].
Jest to jednak niemozliwe: wobec wlasnosei 4 licznik utamka tancuchowego

7z prawej strony jest liczba zlozona. Zatem n jest liczba nieparzysta

i p/j=lao;...;ag;ak;...;ag]. Wobec wlasnosci 5 licznik p tego utamka
tanicuchowego jest suma dwéch kwadratéw. Twierdzenie 1 zostato wiec
dowiedzione.

Teraz tatwo juz uzyskaé nastepujaca charakteryzacje sum dwéch kwadratdw:

Twierdzenie 2. Liczba naturalna n jest sumq dwich kwadratéw liczb
catkowitych wiedy 1 tylko wiedy, gdy kazda liczba pierwsza postact 4k + 3
wystepuje w rozwinieciu liczby n na czynniki pierwsze w parzystej potedze.

Dowdéd opiera sie na dwéch obserwacjach. Po pierwsze, jedli n = a2 + 02 1 liczba
pierwsza p postaci 4k + 3 dzieli n, to pla i p|b. Po drugie, jesli n = a* + b*
im=c?+d? to wéwezas mn = (ac — bd)? + (ad + be)?. Szczegdly tradycyjnie
pozostawiamy Czytelnikowi.

Na zakonczenie — uwaga natury ogdlnej. W matematyce czesto sie zdarza,

ze na pozor zupelnie nie zwiazane z rozwazanym problemem galezie sa Zrédlem
kluczowego pomystu, ktéry prowadzi do dlugo poszukiwanego rozwiazania.
Powyzsze rozwazania stanowia miniaturowy przyktad tej prawidlowosci.
Wigkszosé istotnych przeloméw w matematyce zostala osiagnieta na tej
wlasnie drodze. Wazne jest wiec, by Czytelnik powaznie zainteresowany
jakakolwiek dziedzina matematyki nie ograniczal sie jedynie do probleméw
bezpoérednio z nia zwigzanych, lecz wreez przeciwnie, staral sie zglebiaé
przerdzne matematyczne teorie. Byé moze pewnego dnia zdola je polaczyé

w swych rozwazaniach i w nagrode otrzyma wspaniaty, niespodéiewany wynik,
CZego SZCZerze 1 goraco zycze.

Przygotowat Pawel STRZELECKI

M 877. Dane sa dwie trojki réznych od zera liczb rzeczywistych, (z,y, z) oraz
(a,b,c), o tej whasnosei, ze a+b+c =z + y+ 2 = 0. Udowodnié, ze
a3+ ¥4+ _ abe
B +23 pyz
Rozwiazanie na str. 4
M 878. Dane sa dwie tréjki liczb dodatnich, (z,y, z) oraz (a,b,¢). Wiadomo, ze
min(a, b, ¢) < min(x,y,2) oraz max(z,y,z) < max(a,b,c)
Ponadto, a +b+c =z +y+ z i abc = zyz. Udowodnié, ze zbiory {z,y, 2}
1 {a,b,c} sa réwne.
Rozwiazanie na str. 7

M 879. Dziesigeiu widzéw oglada w kinie nudny film. Wszyscy zajmuja miejsca
w tym samym rzedzie. Cierpliwosé kazdego z widzéw wyezerpuje sie, ale

w losowej kolejnosci (kazda kolejno$¢ uznajemy za réwnoprawdopodobna). Widz
zniecierpliwiony nudnym filmem od razu wychodzi z kina na éwieze powietrze.
Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze ktéry$ z widzéw bedzie zmuszony
przeszkodzi¢ innemu widzowi, zeby dostaé si¢ do wyjécia?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 497. Jaka jest rzeczywista glebokosé rzeki, jesli przy okreélaniu ,na oko”,
w kierunku pionowym, jej gleboko$é wydaje sie wynosié 2 m?
Rozwiazanie na str. 15

F 498. Jakie najmniejsze wymiary powinno mieé¢ zwierciadlo plaskie i jak je
nalezy ustawié, zeby mozna sie bylo w nim w caloéci obejrzeé?
Rozwiazanie na str. 10
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