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Opiszemy w tym artykule zadziwiajgce zastosowanie utamkoéw taicuchowych: do

O rozkladaniu liczb pierwszych na " . : i
p - dowodu twierdzenia Fermata o rozkladzie na sume kwadratéw.

sume kwadratéw mozna przeczytad

e Twierdzenie 1. Liczba pierwsza p jest sumg dwich kwadratéw liczb catkowitych

wtedy 1 tylko wtedy, gdy p= 2 lub 4|(p — 1).

Dowéd, opublikowany przez H.J.S. Smitha w roku panskim 1855, nalezy do
Jak wrylmanl Tagranger Suaat thalu najpiekniejszych perelek elementarnej teorii liczb, pomyslatem wiec, ze warto

naturalna jest suma kwadratdw co podzielié SiQ nim z Czytelnikami Dehy
najwyzej czterech liczb naturalnych.

Zauwaimy na poczatek, ze 2 =17 + 1%. Ponadto, gdy n = 2k + 1 jest suma
dwéch kwadratéw liczb catkowitych, wowezas 4|(n — 1). Wynika to z prostej
obserwacji, ze kwadrat liczby calkowitej daje z dzielenia przez 4 reszte 0 lub 1.
Pozostaje wige wykazaé, ze liczby pierwsze p = 1 (mod4) sa sumami dwéch
kwadratow.

Dalsza cze$¢ dowodu na moment odtézmy, by przypomnieé podstawowe fakty
dotyczace utamkéw tancuchowych. Dla dowolnego ciagu liczb catkowitych ag,

a; >0, az > 0,... symbolem [ag;a;...;a,] oznaczamy liczbe
1
[ag; a1;. . .5an] = ao + . ;
aj +
az +
1

Ogolnie, kazda liczbe wymierna w £ 0 +;
mozna jednoznacznie przedstawié ok b ki tadh h ; 0 g
w postaci p/q, gdzie ¢ > 0 licaby p, ¢ sg 2Wana skoficzonym utamkiem faficuchowym o wyrazach ay, <oy @n. Oczywiscie
wzglednie pierwsze. Liczbe p nazywamy ap, A13 .- .3 Gn] Jest llczbad wymierng, wigc mozna jg zapilsac _]edllOZl’]ElCZl’lle w
licznikiem, a liczbe ¢ mianownikiemn postaci p, /¢y, gdzie liczba ¢, jest dodatnia i utamek p, /¢, jest nieskracalny.

licgby wymiernej w.
Kluczowe znaczenie bedzie dla nas miala tozsamoéé

Pn? + Pn—1
1 p;@15...;8n; Qp4;. ..} QN = ——,
( ) { n + ] arbite

gdzie r = [a,41;...;an]. Dla wygody Czytelnika podamy szkic jednego
z licznych jej dowodéw.

# Rozpatrzmy ciagi pn, §n okreslone nastepujaco: 1 = 1, pg = ag, Pn4l = Qn41Pn + Pn—1
oraz §—1 =0, o = 1, §n41 = @n41dn + Gn—1. Oczywista indukcja dowodzi, ze
dnPn—1 — Pnin—1 = (—1)". W szczegdlnodci, liczby jn i §n sa wzglednie pierwsze dla kazdego
n > 0. Ponadto jn > 0 dla n > 0. Rozpatrzmy teraz funkcje

1

fn(z) = a0 + 1
a1 +
az +
1
+
1
tdn + —
T
Przez indukcje latwo dowodzimy, ze
(2) fole) = EREE Prl
In® + gn—1

Wobec tego, lim fn(x) = pn/dn. Z drugiej strony, wprost z definicji fn wynika, ze
F—+00

lim fn(z) = [a0;a1;...;an] = pu/qn- Zatem pn = pn i §n = ¢n dla kazdego n > 0. By
E=—CO

zakoriczy¢ dowdd tozsamosci (1), pozostaje zauwazy¢, ze obie jej strony sa réwne fr (7). &

Ponizsze fakty sa prostymi konsekwencjami tozsamosci (1) i jej dowodu:
1. Zad“’dz@ réwnoseci Pn+1 = @n41Pn + Pn-1 z-Q'ﬂ+1 = On4+14n + Gn-1-
W szezegalnosei, jesliag > 1, to p, > 2 dla kazdego n > 0.
2. Mamy qnpn—-1 — prgn-1 = (—=1)".

3. Jesli ag > 0, to wowczas [an;an—1;...;a0] = pn/pn_1. W szczegdlnosci
liczby [ag; as;...;an] @ [an;an—1;...;a0] majqg takie same liczniki.
Ponadto,
4. Jesliag > 2 i a > 0, to licznik liczby [ag;a1;...;0,;8;80;Gn-1; - . .5 ag) jest

liczbg ztozong.



& Istotnie, z wlasnosci 3 wynika, ze

[a;an;an—1i...;80] = a+1/[on;en—1;...;00] = ¢ + pn—1/Pn-
Na mocy tozsamoscei (1) otrzymujemy réwnosci
Pn—1
[ (ps ) dn;d a P‘n(ﬂ + P ) R i Pn(apn + an—l)
ag;a13.. . 0n} 0} i+ e (R Y . = :
’ e gnla + 22=LY 4 gn1  aPndn + gnPn—1 + gn-1Pn

Pn
Poniewaz liczby pn i qnpn—1 sa wezglednie pierwsze (wlasnosdé 21), wiec liczby pn
i apnin + GnpPrn-1 + gn—1pn tez sa wzglednie pierwsze. Wobec wlasnosci 2 mamy

apngn + nPn—1 + fn-1Pn = aPndn + 2qnpn_1 — (—1]n =

= gn(apn + 2pn_1) — (-1)",

przeto liczby app + 2ppn—1 1 aPngn + gnpPn—1 + 9n—1pn takze sa wzglednie pierwsze. Zatem
licznik rozwazanego ulamka laricuchowego jest réwny pn(apn + 2pn—1). Poniewaz ag > 2, wiee
7 wlasnosdci 1 wynika, ze liczby pyn 1 apn + 2pn—1 sa wicksze niz 1, a zatem licznik nasz jest
liczba zlozona. #

5. Jesli ag > 0, to licznik liczby [ag; a1;. .. Qn; @n} @n_1; . . .; Qo) jest rowny
2 2
Pa g Pr-1-
& W samej rzeczy, wobec wlasnoscei 3, mamy [an;an—15...;00] = pn/pn—1, a zatem

tozsamodé (1) daje

_Pn_ 2
Prg o P ra+ri_,

[ao;e1;- . ;8n}8nin_1}.-.;0p] = = i
. : ' : G'n;z:i_l + gn—1 gnPn + gn—1Pn—1

Ponadto, wobec wlasnosci 2, otrzymujemy
ﬂn—l(Qn'pn + Q‘n—‘lpn—l} = pn(pn—l@'ﬂ) + Q’n—l?’?—,,_.l = T—’n(?)ﬂf}n-l : (-1)“) + q‘n-—l?}i_] =
— sz—l(pgg + p%_l ) + (—1]'“]0«;-

Zatem kazdy wspdlny dzielnik d liczb p2n o+ pi_l i gnpn + 9n_1pPn—1 dzieli p, i w konsekwencji
réwniez pi_l, aze NWD (pn,pn—1) =1, wiecd=1. &

Wlasnoéé b niesie nastepujaca pokuse: dla danej liczby pierwsze] p = 1 (mod 4)
sprobujmy znalezé taka liczbe naturalna ¢ niepodzielna przez p, ze

p/i = [ao;...;an;an;. . .;ag), a udowodnimy tym samym, ze p jest sumg

dwdch kwadratéw. Na plerwszy rzut oka pomyst nie wyglada zbyt obiecujaco.
W szezegdlnosel, nie widaé, jaka role mialtby odgrywaé warunek p = 1 (mod4).
Niebawem jednakze wszystko stanie sie jasne, a niejasny i1 zwariowany pomyst
zmieni sie¢ w precyzyjny dowdd.

Przede wszystkim, warto sobie zdaé sprawe, ze — na szczescie! — kazda

liczbe wymierng mozna przedstawi¢ w postaci utamka tancuchowego i1 to na
dokladnie dwa rézne sposoby. Scislej biorac, kazda liczba wymierna w moze by¢
jednoznacznie zapisana w postaci [ag; a1; .. .; a,] dla pewnych liczb catkowitych
ag, ay > 0,..., an—1 > 01 a, =1, gdzie n > 0. Przedstawienie takie bedziemy
nazywali dfugim. Drugim przedstawieniem liczby w jest [ap;ay;. .. an—1 + 1],
ktore bedziemy dalej zwaé krdtkim. Jeshh w nie jest liczba catkowita, to n > 1

i krétkie przedstawienie w jest jedynym przedstawieniem, konczacym sie liczba
wieksza niz 1. Uzasadnienie omawianych faktéw nie jest trudne i opiera si¢ na
nastepujacej, prostej obserwacji: ciag liczb ag, ..., an—9, @y—1 + 1 jest réwny
ciagowl czescl catkowitych liczb by okreslonych w sposdb rekurencyjny wzorami
by = w, bpyy = 1/{by}, gdzie przez {z} oznaczamy czes¢ utamkowa liczby a.
Czytelnik z tatwoscia uzupelni szezegoly.

Weimy teraz liczbe pierwsza p i rozpatrzmy zbidr S, = {p/2,p/3, ..., p/P—;—]}
Wszystkie liczby z tego zbioru maja liczniki réwne p 1 sa wieksze od 2. Jesli
wiec w € S, ma krétkie rozwiniecie na utamek tarficuchowy, réwne [ag;. . .;a,],
to mamy ag > 21 a, > 2. Zatem, liczba ®(w) = [a,;...; ao] jest tez wicksza
od 2 i (wobec wlasnosci 3) ma licznik réwny p. Tym samym ®(w) € S,

i oczywiscie [an; .. .; ap] jest krétkim rozwinieciem liczby ®(w) (nie moze to
by¢ rozwiniecie diugie, gdyz ag > 2). Zatem ®(®(w)) = w, a wige funkcja

®: S, — Sy jest inwolucja, tzn. ® o ® = Id. Teraz widaé, jakie znaczenie

ma warunek p = 1 (mod4). Otéz, jesli 4|(p — 1), to zbidr S, ma nieparzysta
liczbe elementéw. Czytelnik bez trudu uzasadni, ze jesli pewien zbidr S ma
nieparzysta liczbe elementéw i funkeja f : S — S jest inwolucja, to f(s) = s
dla pewnego s € S. W naszym przypadku dla pewnego 1 < j < (p — 1)/2 mamy
®(p/j) =p/i.
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Dla Czytelnikdéw mamy dwie propozycje:

Zadanie. Udowodni¢ Twierdzenie 1
rozwazajac dlugie rozwinigcia i zbiér
{p/ 22 p/p - 2))

Problem. Latwo zauwazy¢, ze definicja
funkecji ® ma sens dla dowolnej liczby
wymiernej wigkszej od 2. Warto zbadaéd
wtlasnodci otrgymane] w ten sposdb
inwolucji.

Innymi stowy, krétkie rozwinigcie liczby p/j = [ao;. . .; a,] jest symetryczne:
a; = an_i. Gdyby n = 2k, to mielibyémy p/j = [ao;...;ar—1;ak; ax—1, .. .;ag].
Jest to jednak niemozliwe: wobec wlasnosei 4 licznik utamka tancuchowego

7z prawej strony jest liczba zlozona. Zatem n jest liczba nieparzysta

i p/j=lao;...;ag;ak;...;ag]. Wobec wlasnosci 5 licznik p tego utamka
tanicuchowego jest suma dwéch kwadratéw. Twierdzenie 1 zostato wiec
dowiedzione.

Teraz tatwo juz uzyskaé nastepujaca charakteryzacje sum dwéch kwadratdw:

Twierdzenie 2. Liczba naturalna n jest sumq dwich kwadratéw liczb
catkowitych wiedy 1 tylko wiedy, gdy kazda liczba pierwsza postact 4k + 3
wystepuje w rozwinieciu liczby n na czynniki pierwsze w parzystej potedze.

Dowdéd opiera sie na dwéch obserwacjach. Po pierwsze, jedli n = a2 + 02 1 liczba
pierwsza p postaci 4k + 3 dzieli n, to pla i p|b. Po drugie, jesli n = a* + b*
im=c?+d? to wéwezas mn = (ac — bd)? + (ad + be)?. Szczegdly tradycyjnie
pozostawiamy Czytelnikowi.

Na zakonczenie — uwaga natury ogdlnej. W matematyce czesto sie zdarza,

ze na pozor zupelnie nie zwiazane z rozwazanym problemem galezie sa Zrédlem
kluczowego pomystu, ktéry prowadzi do dlugo poszukiwanego rozwiazania.
Powyzsze rozwazania stanowia miniaturowy przyktad tej prawidlowosci.
Wigkszosé istotnych przeloméw w matematyce zostala osiagnieta na tej
wlasnie drodze. Wazne jest wiec, by Czytelnik powaznie zainteresowany
jakakolwiek dziedzina matematyki nie ograniczal sie jedynie do probleméw
bezpoérednio z nia zwigzanych, lecz wreez przeciwnie, staral sie zglebiaé
przerdzne matematyczne teorie. Byé moze pewnego dnia zdola je polaczyé

w swych rozwazaniach i w nagrode otrzyma wspaniaty, niespodéiewany wynik,
CZego SZCZerze 1 goraco zycze.

Przygotowat Pawel STRZELECKI

M 877. Dane sa dwie trojki réznych od zera liczb rzeczywistych, (z,y, z) oraz
(a,b,c), o tej whasnosei, ze a+b+c =z + y+ 2 = 0. Udowodnié, ze
a3+ ¥4+ _ abe
B +23 pyz
Rozwiazanie na str. 4
M 878. Dane sa dwie tréjki liczb dodatnich, (z,y, z) oraz (a,b,¢). Wiadomo, ze
min(a, b, ¢) < min(x,y,2) oraz max(z,y,z) < max(a,b,c)
Ponadto, a +b+c =z +y+ z i abc = zyz. Udowodnié, ze zbiory {z,y, 2}
1 {a,b,c} sa réwne.
Rozwiazanie na str. 7

M 879. Dziesigeiu widzéw oglada w kinie nudny film. Wszyscy zajmuja miejsca
w tym samym rzedzie. Cierpliwosé kazdego z widzéw wyezerpuje sie, ale

w losowej kolejnosci (kazda kolejno$¢ uznajemy za réwnoprawdopodobna). Widz
zniecierpliwiony nudnym filmem od razu wychodzi z kina na éwieze powietrze.
Jakie jest prawdopodobieiistwo tego, ze ktéry$ z widzéw bedzie zmuszony
przeszkodzi¢ innemu widzowi, zeby dostaé si¢ do wyjécia?

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 497. Jaka jest rzeczywista glebokosé rzeki, jesli przy okreélaniu ,na oko”,
w kierunku pionowym, jej gleboko$é wydaje sie wynosié 2 m?
Rozwiazanie na str. 15

F 498. Jakie najmniejsze wymiary powinno mieé¢ zwierciadlo plaskie i jak je
nalezy ustawié, zeby mozna sie bylo w nim w caloéci obejrzeé?
Rozwiazanie na str. 10
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