Rys. 1

Naia aelo

Wszystko mozna skomplikowac

Tu bedziemy komplikowali twierdzenie Pitagorasa. Za usprawiedliwienie
niech nam postuzy fakt, Ze przed nami te komplikacje wykonal nie byle
kto, bo Lazare Nicolas Marguerite Carnot, wybitny polityk, administrator
i dowodca wojskowy Francji sprzed dwustu lat — oczywiscie réwniez
wybitny matematyk, mechanik i inZynier. Jest on na dodatek zwiazany

z Warszawa, gdyz spedzil tu kilka lat, wygnany z Francji po restauracji
Burbonéw w 1816 roku.

Zanim podamy twierdzenie Carnota w pelnej ogdlnosci, rozwazmy

jego szczegdlny przypadek. WeZzmy mianowicie dowolny tréjkat ABC

i dowolny punkt P (na rysunku 1 lezy on we wnetrzu trdjkata, ale to
nie ma zadnego znaczenia) i zrzutujmy go prostokatnie na boki tréjkata
— otrzymamy odpowiednio punkty A,, B; i C';. Okazuje sie, ze

(1) AiB* - BC* 4 C{A* - AB*+ B.C* - CA,*=0.
Faktycznie, stosujac twierdzenie Pitagorasa do wszystkich szeéciu
trojkatow prostokatnych, ktdre sa na rysunku, otrzymujemy
PC?-CA® = PA,>= PB*— A,B?,
PR - BC P =PC  mPA* G,
PA*- AB\*=PB,* = PC? - B (.
Sumujac prawe strony i lewe strony tych réwnosci oraz przenoszac

wszystko na lewa strone, otrzymujemy (1).

Zauwazmy tez, Ze rownos¢ (1), w ktdrej nie wystepuje punkt P,
wystarcza do tego, by taki punkt istnial. Rzeczywiscie. Oznaczmy
przez P punkt przeciecia prostopadlych wystawionych w punktach A,

i By i opuéémy prostopadla z P na AB. Otrzymamy tam punkt
réwniez spelniajacy (na mocy tego, co juz udowodniliémy) réwnosé (1).
Zestawiajac obie réwnosci razem, otrzymujemy

—BCi*+C1A* = —=BC? 4+ CiA*, cyli C1A*-C 4A* = BC,® - BC!™.
Wyrazenia te musza byé oba réwne zeru, czyli musi byé Cy = C7, gdyz

w przeciwnym razie mialyby — mimo réwnoéci — przeciwne znaki.
Sformulujmy teraz twierdzenie Carnota:

Z dowolnych punktow Ay, B, ¢ Cy prowadzimy proste prostopadte
do prostych BC, C A i AB odpowiednio, gdzie punkiy A, B i C sq
wierzchotkami pewnego trojkqta. Te prostopadie przecinajq sie w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy

AiB* = BCi* 4+ CiA*=AB® + BiC*—CA2 =0,
czyli gdy jest spelniona réwnosé (1).
Jak dotad, udowodniliSmy to twierdzenie w przypadku, gdy punkty A,
B, i C leza odpowiednio na prostych zawierajacych boki tréjkata.
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Rys. 2

Wykorzystamy to w dowodzie ogélnego przypadku. Niech prostopadle,
wystawione w punktach A;, By i Cy, przecinaja si¢ w punkcie P.
Oznaczmy przecigcia tych prostych z prostymi zawierajacymi boki
tréjkata odpowiednio przez A, B i C' (rys. 2). Dodajac i odejmujac liczby
A1A%, BiB? i C,(C?, otrzymujemy
AB* - BC*+C1A’ - AB* + B\C* - CA,* =
= (A1 B? — A, A%) - (BC,* - C1C?) + (C1A* - C,C?)-
—(AB,* - B1B*)+ (B,C? - B,B?) — (CA,* - A A?) =
= AB?>- BC*+ CA*- AB>+ BC*-CA2=0.
Ostatnia z réwnoéci to wlasnie ten szczegélny przypadek, udowodniony
na poprzedniej stronie. Dowdd w druga strone przebiega tez tak, jak tam.

Tak wiec rzeczywiscie w twierdzeniu Carnota nie ma niczego wiecej, niz
jest w twierdzeniu Pitagorasa — jak jednak jest to pieknie uogdlnione.

na problem.

Hys. 3 Bi\

Szczegdlnie polecam wykonanie sobie kilku rysunkéw, tak by punkt
przecigcia prostopadlych (bo od niego trzeba zaczaé rysowanie!) lezal
z roznych stron tréjkata.

A teraz twierdzenie, ktére mozna udowodnié zupelnie ,po grecku”, to
znaczy bez zadnego rozumowania, a jedynie poprzez umiejetne spojrzenie

Proste prostopadte poprowadzone z tworzgeych trajkqt punktow A,, By

i Cy do prostych zawierajgcych boki trajkgta ABC przecinajq sie w jednym
punkcie wtedy i tylko wtedy, gdy proste prostopadite poprowadzone

z punktow A, B i C do prostych zawierajqcych boki tréjkqta A, B,C,
przecinajg sie w jednym punkcie.

Co trzeba zobaczyé? Oczywiscie to (rys. 3), ze w obu przypadkach
wzor (11) bedzie wygladal tak samo.

A swoja droga, gdyby nie wiedzie¢, Ze to zwykle twierdzenia Pitagorasa,
to mozna by sie takich twierdzen, jak wypisane wyzej, przestraszy¢.

Inne liczby

Jezeli wezmiemy pod uwage tylko poczatkowy odcinek

liczb naturalnych 0, 1, 2,..., m — 11 bedziemy jego
elementy dodawaé 1 mnozy¢ (odejmowanie i dzielenie
wyraza sie, rzecz jasna, przez dodawanie i mnozenie)
w ten sposcb, ze wynikiem dzialania bedzie reszta

z podzielonego przez m wyniku zwyklego dzialania,
to otrzymamy co$ zupelnie innego od zwyktych liczb.
Takie co$ oznacza sie symbolem Z,,. Gdy m jest
liczba pierwsza, to dzialania w Z,, maja wszystkie
podstawowe wlasnosci algebraiczne takie same, jak
np. liczby rzeczywiste czy wymierne.

Mozna to, oczywiscie, sprawdzié, ale tu zrobimy
inaczej. Obejrzymy rézne Z, (niech litera p oznacza,
ze interesuja nas liczby pierwsze) i na przykladach
przekonamy sie, ze wzory na rozwiazywanie réwnan
kwadratowych sa w Z, takie same, jak dla liczb
rzeczywistych — dziala wzoér

- —bxVA

i 2a
opisujacy pierwiastki réwnania az? + bz + ¢ = 0, choé
wyniki liczbowe sa zupelnie inne.

gdzie A =b? — 4ac,

Zobaczmy to na przyktadzie réwnania

2 +e+1=0,
ktére, jak wiadomo, nie ma pierwiastkéw
rzeczywistych, a to dlatego, ze

A=1—-4=-3
nie jest wérdd liczb rzeczywistych kwadratem zadnej
liczby.

Zauwazmy jednak, ze ta sama A w Z3 jest réwna 0
i, rzeczywiscie, rownanie ma jeden pierwiastek
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W Zj5 znowu pierwiastkéw nie ma — znéw dobrze, bo
Jjedyne kwadraty wsréd tych liczb to 0, 114, a A = 2.

W Z7 z kolei sa dwa pierwiastki, tez sie zgadza, bo
A =4 =2? = 5? | pierwiastkami sg
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(czterech pierwiastkéw nie ma, bo przeciez —2 = 5).

Mata Delte przygotowat Marek KORDOS



