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Rozwiazanie zadania M 874.

Oznaczmy rzuty prostokatne P na proste

zawierajace boki prostokata ABCD przez

X, Y, Z, iT.

Z twierdzenia Pitagorasa mamy

PA2 = PT2 + PX2,

PB2 = PX2 + py2,

PC2 = py2 + pZ2,

PD2 = pZ2 + PT2,

co po zsumowaniu daje teze.

Sfera dwunastu punktów

Michal SLEZAK; Michal TKACZ

1. Wstep. Wiele zagadnien zwiazanych z geometria na plaszczyznie znajduje

swoje odpowiedniki w stereometrii. W niniejszej pracy zajmiemy sie jedna

z takich analogii. Nie beda to jednak podstawowe prawa, jak np. podobne

wlasnosci trójkata i czworoscianu. Spróbujemy znalezc powierzchnie, która jest

odpowiednikiem okregu dziewieciu punktów.

2. Okrag dziewieciu punktów - wiadomosci wstepne. Przypomnijmy

podstawowe wiadomosci dotyczace okregu dziewieciu punktów. Dany jest

dowolny trójkat ABC. Niech K, L i M oznaczaja srodki boków tego trójkata

i niech P, Q, R beda spodkami wysokosci opuszczonych z wierzcholków A, B

i C odpowiednio. Ponadto, niech H bedzie ortocentrum trójkata ABC, a O

srodkiem okregu na nim opisanego. Srodki odcinków laczacych ortocentrum H

z wierzcholkami trójkata oznaczmy przez X, Y i Z (rys. 1).

c

Rys. 1

Definicja/Twierdzenie 2.1. Okregiem dziewieciu punktów nazywamy okrag

przechodzacy przez punkty K, L, M, P, Q, R, X, Y i Z. Srodek I tego okregu

lezy w polowie odcinka HO.

Dziewiec szczególnych punktów trójkata wyznacza wiec okrag, co moze sie

wydac zaskakujace, bowiem juz trzy punkty jednoznacznie wyznaczaja okrag.

Z okregiem dziewieciu punktów zwiazana jest tzw. prosta Eulera. Jest to prosta

przechodzaca przez ortocentrum H i srodek O okregu opisanego. J ak juz wiemy,

zawiera ona srodek okregu dziewieciu punktów. Ponadto lezy na niej srodek

. 'k ' . G HG 2 S 'l d d . h l ' .
CleZ OSC1 , przy czym GO = . zczego owe owo y powyzszyc w asnosCl

mozna znalezc w [1].

3. Okrag dziewieciu punktów a przestrzen - hipotezy. W dalszych

rozwazaniach potrzebne beda jeszcze dwie wlasnosci. Pierwsza z nich to

fakt, ze srodkowe w czworoscianie przecinajac sie, dziela sie w stosunku 1:3.

Dowód jest prosty, dlatego nie bedziemy go tu zamieszczac. Wynika z niego

równiez, ze czworoscian utworzony ze srodków ciezkosci scian jest podobny do

wyjsciowego czworoscianu, a skala podobienstwa wynosi 1/3.

Mozemy podejrzewac, ze z czworoscianem bedzie zwiazana powierzchnia,

analogiczna do okregu dziewieciu punktów. Aby okreslic te powierzchnie,
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zastanówmy sie, czemu w czworoscianie odpowiadaja wymienione w definicji 2.1

szczególne punkty trójkata.

Srodkom boków trójkata, zgodnie z intuicja i doswiadczeniem, odpowiadac beda

srodki ciezkosci scian czworoscianu. Moglyby to, co prawda, byc równiez srodki

okregów opisanych na scianach bocznych, jednak taki wybór nie dalby ciekawego

rezultatu. Punktom P, Q, R odpowiadac beda przypuszczalnie spodki wysokosci

opuszczonych z wierzcholków czworoscianu. Logiczne bedzie równiez zastapienie

punktów X, Y i Z srodkami odcinków laczacych ortocentrum czworoscianu

z jego wierzcholkami, jednak nie wszystkie czworosciany maja ortocentrum.

Czworoscian ma ortocentrum, gdy kazde dwie przeciwlegle krawedzie sa

prostopadle (tzn. istnieje plaszczyzna zawierajaca jedna z nich, prostopadla

do drugiej) lub (co jest warunkiem równowaznym) spodkiem kazdej wysokosci

czworoscianu jest ortocentrum przeciwleglej sciany.

Definicja 3.1. Czworoscian, majacy ortocentrum, nazywamy ortocentryczny.

Dla dalszych rozwazan konieczne jest wiec zalozenie, ze badany czworoscian jest

ortocentryczny.

4. Sfera dwunastu punktów. Wezmy dowolny, ortocentryczny czworoscian

A1A2A3A4 i wprowadzmy nastepujace oznaczenia (rys. 2):

sciana czworoscianu naprzeciw

wierzcholka Aj lub jej plaszczyzna,

ortocentrum sciany 7rj i równoczesnie

spodek wysokosci z wierzcholka Aj,

srodek ciezkosci sciany 7ri,

srodek okregu opisanego na scianie 7ri,

ortocentrum czworoscianu,

srodek ciezkosci czworoscianu,

srodek sfery opisanej na czworoscianie,

rzut punktu X na plaszczyzne 7rj.

G·,
O',
H

G

O

prj(X) -

Punkty A4, H4 i 04 sa niewspólliniowe (H4 i 04

W przeciwienstwie do A4 leza w plaszczyznie 7r4),

a wiec wyznaczaja plaszczyzne. Plaszczyzna ta jest

A2 prostopadla do 7r4, bo A4H4 jest wysokoscia.

Do plaszczyzny tej naleza równiez H (H E A4H4, bo H jest przecieciem

wysokosci), O (Al, A2, A3 naleza do sfery opisanej, wycinaj ac z niej okrag

A1A2A3; promien sfery przechodzacy przez srodek tego okregu jest prostopadly

do jego plaszczyzny), G4 (G4 nalezy do prostej H404 - wlasnosc prostej Eulera)

i G (G E A4G4, bo G jest przecieciem srodkowych). Rysunek 3 przedstawia

przekrój czworoscianu ta plaszczyzna.

Wiemy, ze G dzieli srodkowa A4G4 czworoscianu w stosunku 3:1, tzn.

A4G

(4.1) GG4 = 3.

Z równosci tej, stosujac twierdzenie Talesa dla

LH4G4A4, otrzymujemy:

H4G~

(4.2) G~G4 = 3,

O przy czym za G~ przyjmujemy rzut prostopadly G

na H404 (a wiec i na plaszczyzne 7r4, G~ = pr4(G)).

Ponadto z wlasnosci prostej Eulera wiemy, ze

(4.3) H4G4 = 2.
G404

Z (2.1) i (4.3) wynika zas, ze

G4 (4.4) 2H4G~ = 6G~G4 = 3G404,

czyli takze

H

Rys. 2

Rys.3 (4.5)
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Poniewaz analogicznie mozemy zdefiniowac trzy pozostale plaszczyzny AiHiOi

i kazda z nich zawiera H, G i O, zatem plaszczyzny te musza sie przecinac

w prostej, do której naleza H, G i O, czyli punkty te sa wspólliniowe. Poniewaz

jednak H4G~ = G~04, a punkty H4 i 04 sa rzutami punktów H, G i O

odpowiednio, mamy wiec

Niech S bedzie sfera opisana na czworoscianie Gl G2G3G4 (punkty te sa zawsze

niewspólplaszczyznowe, rys. 4). Sprawdzimy teraz, czy Hi E S. Wiemy juz,

ze czworoscian GlG2G3G4 jest podobny do AlA2A3A4, a skala podobienstwa

wynosi 1:3. Niech 6 oznacza jednokladnosc o srodku w punkcie G i skali - l.
Obrazem punktu Ai w tej jednokladnosci jest punkt Gi (srodkowe AiGi

przecinaja sie w G, dzielac sie w stosunku 1:3). Poniewaz jednokladnosc nie

zmienia stosunków odleglosci, wiec punkt równo odlegly od punktów Al, ... , A4

- czyli srodek sfery opisanej na czworoscianie, punkt O - przeksztalca sie

w punkt równo odlegly oc! punktów Gl, ... , G4 - czyli srodek sfery S, punkt O'

(czyli 6(0) = O', rys. 5). Poniewaz srodek jednokladnosci G i punkt O leza

w omawianej wczesniej plaszczyznie, O' równiez musi w niej lezec. Co wiecej,

lezy on na prostej GO i

Korzystajac z tej równosci i z (4.6), otrzymujemy:

(4.8) 3HO' = 60'G = 2GO,

a wiec takze

Jesli przyjmiemy, ze O~ = pr4(0'), to z twierdzenia

Talesa otrzymamy

(4.10) H40~ = 20~G~,

czyli uwzgledniajac (4.4)

(4.11) H40~ = 20~G~ = 2G~G4,

a wiec rówmez

(4.12) H40~ = 0~G4'

Poniewaz O~ = pr4(0'), zatem

(4.13) H40' = G40',

czy li H 4 E S (do S nalezy G 4) i analogicznie Hi ES.

Niech M4 bedzie punktem przeciecia wysokosci A4H4

ze sfera S. Kat A4H404 jest prosty, wiec M4G4 jest

srednica sfery, czyli przechodzi przez O'.

Stosujac twierdzenie Menelaosa dla trójkata A4HG

i prostej M4G4, otrzymujemy:

A4M4 HO' GG4

(4.14) M4H . O'G . A4G4 = 1,

Rys. 5

(4.6)

(4.7)

(4.9)

ale

(4.15)

WIeC

(4.16)

HG=GO.

GO = 3GO'.

HO' = 20'G.

HO'

O'G = 2

A4M4 ·2· ~ = 1,
M4H 4

A4M4 = 2.
M4H

1
4'

Stosunek ten nie zalezy od tego, która ze scian AiHiOi rozwazamy, wiec
mozemy powiedziec, ze:

. AiMi
dla kazdego Mi -- = 2, Mi E S.

MiH
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Dlaczego?

Znalezlismy wiec sfere, na której lezy 12 szczególnych punktów czworoscianu

(srodki ciezkosci scian Gi, spodki wysokosci Hi i punkty Mi dzielace

odcinki AiH w stosunku 2:1). Caly dowód zostal przeprowadzony przy

zalozeniu, ze czworoscian jest ortocentryczny.

Istnienie takiej figury pozwala przypuszczac o istnieniu twierdzen z nia

zwiazanych, analogicznych do tych dotyczacych okregu dziewieciu punktów na

plaszczyznie.

Geometryczne problemy bardzo czesto pociagaja nas swoja estetyka, symetria,

która jest jakby wyzszego rzedu od lustrzanych odbic. Oto dwa przyklady.

Trzy tej samej wielkosci okregi parami sie przecinaja·

Zaznaczone kolorem luki daja w sumie pólokrag

równiez wtedy, gdy trójkat utworzony przez srodki nie

jest równoboczny, ani nawet równoramienny.

Dlaczego?

Boki trójkata ostrokatnego sa odpowiednio srednicami

trzech okregów. Róznica sumy pól kólorowych i pola

czarnego jest akurat dwa razy wieksza od pola

trójkata.

Dlaczego? M. K.

_ Zadania
Przygotowal Marek KORD OS

T4

Rys. 1

c

Rys. 2

B

A

M 874. Wykazac, ze suma kwadratów odleglosci dowolnego punktu od

wierzcholków danego prostokata jest dwa razy wieksza od' sumy kwadratów jego

odleglosci od prostych zawierajacych boki tego prostokata.

Rozwiazanie na str. 4

M 875. Wykazac, ze suma kwadratów odleglosci dowolnego punktu danego

okregu, majacego srodek w srodku ciezkosci danego trójkata od jego

wierzcholków, ma wartosc niezalezna od wyboru tego punktu.

Rozwiazanie na str. 16

M 876. Ramiona kata prostego o wierzcholku W, lezacym w jednym ze

srodków symetrii dwu danych prostych równoleglych a i b, przecinaja te proste

w punktach A i B. Wykazac, ze odleglosc W od prostej AB nie zalezy od

wyboru kata prostego.

Rozwiazanie na str. 14

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 495. Znalezc opór zastepczy ukladu przedstawionego na rysunku 1,

przyjmujac 1'1 = 1'2 = 1'3 = 1'7 = 1 D, a 1'4 = 1'5 = 1'6 = 2 D.

Rozwiazanie na str. 15

F 496. Wyznaczyc opór zastepczy pokazanego na rysunku 2 ukladu

jednakowych oporników.

Rozwiazanie na str. 3
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