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W ogromnym skrócie: logika zdan

zajlnuje sie dociekaniem warunków

poprawnosci tzw. schematów zdaniowych.

Jest to o tyle wazne, ze schematy takie

sa logiczna podstawa poprawnych

rozulTIowan (niektórzy twierdza, ze innych

niz poprawne rozumowan nie ma

- pozostale to belkot').

Kiedys logika byla odrebnym

przedmiotem w szkolach (i slusznie

- brak tzw. higieny logicznej

u wspólczesnych jest zatrwazajacy).

Spójnik ~, zwany równowainoscia lna

nastepujace wlasnosci, które beda nam

potrzebne:

1. Q' +-+ O' = 1, ex +-+ al = O,

2. a <-> (J = (J <-> a,
3. a <-> ((J <-> b) = (a <-> (J) <-> b,

4. (a <-> (J)' = a <-> (J'.

5.0' •....•1=0',0-+-+0=0:',

6. a <-> (J = (a· (J + a' . (J'),

gdzie a' oznacza negacje zdania Q',

O oznacza falsz, 1 oznacza prawde,

a . (J oznacza koniunkcje zdan a i (J,

a a + (J - ich alternatywe, a a - (J

- implikacje, a = (J oznacza równosc ich

wartosci logicznych.

Zamiast pisac a = 1 piszemy po prostu

a - majac w domysle, ze jak formula

sie pojawia podczas rozwiazania, to

uznajemy ja za prawdziwa·

Wiadomo takze, ze jesli a <-> (J, to a i (J

sa wzajemnie wymienialne w dowolnym

kontekscie bez zmiany wartosci logicznej.

W rachunkach obok korzystamy ze

znanych praw logiki:

(a . (J)' <-> (a' + (J'),

a((J + b) <-> (a(J + ab).

Jeszcze nie tak dawno w szkole sredniej uczono elementów logiki matematycznej.

Sprowadzalo sie to wlasciwie do elementarnych wiadomosci glównie z zakresu

klasycznego rachunku zdan, a dokladniej do prezentacji tzw. metody

zero-jedynkowej rozstrzygania tautologicznosci schematów zdaniowych.

W artykule tym zobaczymy, w jaki sposób mozna niemal automatycznie

rozwiazywac pewien typ zagadek logicznych R.M. Smullyana, korzystajac

z elementarnych wiadomosci z zakresu logiki zdan wlasnie.

W jednej ze wspomnianych na marginesie ksiazeczek znajdujemy nastepujaca

zagadke:

Pewnego razu spotkalem dwóch mieszkanców A i 8 rzeczonej wyspy.

Zapytawszy A, czy jest lotrem, uslyszalem: Jestem lotrem, ale 8 nie! Co

mozemy powiedziec o A i 8?

Syt1tacja, w której odbywa sie scenka z zagadki, jest nastepujaca: istnieje gdzies

wyspa, która zamieszkuja dwa rodzaje mieszkanców: rycerze i lotry. Rycerze sa

bezwglednie prawdomówni, lotry zas bezwarunkowo lza. Tym sposobem, coka/wiek

powie lotr, jest falszywe, a cokolwiek powie rycerz, jest na pewno prawdziwe.

Rozwiazanie. Niech, dla dowolnego mieszkanca X tej wyspy oraz zdania a,

symbol X <l a oznacza, ze X powiedzial, ze a. Niech dalej Tx oznacza, ze X jest

prawdomówny (czyli jest rycerzem) oraz niech Fx oznacza, ze X jest lgarzem

(tj. lotrem). Zauwazmy, ze warunki zadania narzucaja, ze X <l a równoznaczne

jest ze stwierdzeniem, ze T x i a maja te sama wartosc logiczna, tj. X <l a znaczy

tyle samo, co Tx <-t a. Innymi slowy:

X def<la = Tx <-t a.

Poniewaz na wyspie mieszkaja jedynie rycerze i lotry, mamy T'x = Fx. Mamy:

A<l(FA .TB) =TA <-t (FA ·TB) =TAFATB+T~(F~ +T~) =
= TAT~TB + FAF~ + FAFB = FAFB.

Tym samym zarówno mówiacy, jak i jego towarzysz sa lotrami. _

To zadanie bylo oczywiscie latwe takze do rozwiazania "zwyklymi" srodkami.

Spróbujmy innego.

W pewnym ogrodzie rozmawiaja trzej mieszkancy: A, 8 i C. Przechodzacy

obok przybysz pyta A, ilu wsród nich jest rycerzy. Choc A odpowiedzial,

przybysz nie doslyszal odpowiedzi i zwrócil sie do 8 z prosba o powtórzenie

odpowiedzi A. Ten odpowiada: IIA powiedzial, ze jest wsród nas jeden

rycerzu. W tym momencie C protestuje: liNie wierz w to, 8 klamie!u.

Co mozna powiedziec o A, 8 i C?

Rozwiazanie. Dla wygody, zamiast Tx piszmy po prostu X, gdzie

X = A, B, C. Mamy:

B <l [A <l (A' B'C + A' BC' + AB'C/)]

C <l B'.

Wówczas:

[B <-t A <-t (A' B'C + A' BC' + AB'C/)] =

= [B <-t A <-t (A' B' B' + A' BB + AB' B)] =

= [B <-t A <-t (A' B' + A' B + O)] = [B <-t A <-t A'(B' + B)] =

= [B <-t A <-t A'] = [B <-t O] = B'.

Raymond M. Smullyan - wspólczesny

logik amerykanski. Glówne swoje wyniki

osiagnal w teorii rekursji i samoreferencji.

N apisal takze wiele ksiazeczek dla dzieci

i mlodziezy popularyzujacych logike

i teorie mnogosci. Kilka z nich zostalo

przetlumaczonych na polski: Dama
i tygrys, Jak sie nazywa ta ksiazka.

W mlodosci zarabial na zycie jako

iluzjonista.

Wobec tego:

C <-t B' oraz B <-t A <-t (A' B'C + A' BC' + AB'C/).
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Korzystamy tutaj ze zwiazku

Ca --+ (3) •..• a' + (3.

Regula rezolucji mówi, ze wiedzac, iz

a + h i a' + (3 sa prawdziwe, wiemy, ze

h + (3 jest równiez prawdziwe.

DrAK - to autor tego artykulu.

Ck' ~ f3, al ~ D

(3 •..• h'

Mozna tu powiedziec jedynie to, ze B jest lotrem, a co za tym idzie, C jest

rycerzem. O A nie wiadomo nic! -

Zagadki Smullyana nie koncza sie na rycerzach i lotrach. N a innej ze swoich

wysp Smullyan dopuszcza jeszcze tzw. zwyklych ludzi. Ci czasem mówia prawde,

a czasem klamia.

Jestes mieszkancem wyspy. o której mowa. i jestes podejrzany o popelnienie

przestepstwa. Wiadomo. ze winowajca jest lotr. Ty lotrem nie jestes. Jakie

zdanie powinienes w sadzie wyglosic. aby uznano Cie za niewinnego?

Tutaj jedyne, co mozemy stwierdzic, to:

X ~a -t (Tx -t a)(Fx -t a')

oraz

T'x + F'x,

dla dowolnego mieszkanca X tej wyspy.

Rozwiazanie. Powiedzmy, ze nazywasz sie A. Szukamy takiego zdania a, dla

którego:

A ~ a -t G(A)/,

gdzie G(X) oznacza, ze X jest winny. Poniewaz A ~ a implikuje T~ + a
i F~ + a', a wiadomo, ze F A + G(A)', to w mysl tzw. reguly rezolucji widzimy,

ze a ~f G(A) da zadany wynik. Ot, przewrotnosc czasem poplaca! _

Innym razem znajdujemy sie w Transylwanii - ojczyznie slynnego Drakuli.

Ziemie te zamieszkuja dwa rodzaje istot - ludzie, którzy zawsze mówia to,

czego prawdziwosci sa pewni, oraz wampiry, czasem zwane upiorami - istoty

przewrotne, mówiace rzeczy, o których falszywosci sa przekonane. Zeby uniknac

analogii z wyspa rycerzy i lotrów, niektórzy mieszkancy Transylwanii sa oblakani

- ich przekonania sa dokladnie przeciwne do faktycznego stanu rzeczy. Tak tez

oblakany czlowiek wypowiada zdania falszywe, dokladnie jak zdrowy na umysle

wampir. Oblakany wampir zas wypowiada zdania prawdziwe - dokladnie jak

zdrowy na umysle czlowiek. Spróbujmy rozwiazac zagadke:

Oto raport z przesluchania dwójki znanych transylwanskich opryszków:

A) B jest calkowicie normalny.

B) A jest kompletnym wariatem.

A) B jest upiorem.

B) A jest czlowiekiem.

Co mozna powiedziec o A i B?

Niech X(a) oznacza, ze X jest przekonany o prawdziwosci a oraz niech Sx
oznacza, ze X jest zdrowy na umysle. Niech ponadto Hx oznacza, ze X jest

czlowiekiem. Wówczas:

X ~ a ~f [Hx <-+ X(a)]

oraz

X(a) ~f [Sxa + S'xa/].

Ostatni warunek zapisujemy jako

X(a) ~f [Sx <-+ aj,

dla dowolnego mieszkanca wyspy X. Zamiast Hx mozemy pisac po prostu X.

Rozwiazanie. Mamy:

A <-+ A(SB), B <-+ B(S~), A <-+ A(H~), B <-+ B(HA).

Tzn.

(1) A <-+ SA <-+ SB, (3) B <-+ SB <-+ S~,

(2) A <-+ SA <-+ B', (4) B <-+ SB <-+ A.

Wówczas z (1) i (2) mamy SB <-+ B', a co za tym idzie z (3) i (4) dostajemy SA

i A'. Dalej, ponownie z (1) i (2) A <-+ SB i A <-+ B', skad S~ i B.

Tym samym A jest zdrowym wampirem, a B pomylonym czlowiekiem! _
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Rozwiazanie zadania F 496.
Potencj aly punktów C, D, E, F sa

równe, dlatego przez oporniki lezace

miedzy nimi nie plynie prad, i nie

wplywaja one na opornosc ukladu.

Mozemy wiec przerysowac nasz

schemat tak jak na rysunku ponizej.

Oznaczajac przez r opór pojedynczego

opornika, a przez R opór calego ukladu,

znajdujemy, ze ~ = 42- , a wiec R = ::..
R 2r 2

B

E

c

A

Rozwiazanie podano na dole strony.

Aby je odczytac, przystaw prostokatne

lusterko do poziomej linii prostopadle do

powierzchni papieru.

Nieco bardziej skomplikowanie wyglada zagadka nastepujaca:

Polowa mieszkanców pewnej wyspy w poblizu Haiti zostala za pomoca

magicznych praktyk Voodoo zamieniona w Zombich. Podobnie jak Rycerze

i Lotry, zwykli mieszkancy tej wyspy mówia szczera prawde, Zombi zas

notorycznie klamia. Uroku calej sytuacji dodaje fakt, ze mieszkancom tej

wyspy, doskonale rozumiejacym nasz jezyk, tabu zabrania odpowiadania na

pytania inaczej niz: Bal albo Da. Nie wiadomo jednak, które z tych slów

oznacza Tak, a które Nie.

Jakie pytanie nalezy zadac mieszkancowi tej wyspy, aby dowiedziec sie, co

znaczy Bal?

Niech lJ3( a) oznacza, ze prawidlowa odpowiedzia na to, czy zachodzi a, jest Bal

i niech lJ3 oznacza, ze Bal znaczy Tak. Niech ponadto X <l!B a oznacza, ze X na

pytanie o a odpowiada slowem Bal. Mamy wówczas:

def ( ) ( ) def ( )X <l!B a = TX f-t lJ3 a , lJ3 a = a f-t lJ3 ,

gdzie Tx oznacza, ze X jest prawdomówny (czyli w tym przypadku jest

czlowiekiem) .

Rozwiazanie. Celem zadania jest znalezienie takiego a, zeby

(*) X <l!B a f-t lJ3.

Wówczas to, co X odpowie na pytanie o a, oznaczac bedzie Tak.

W rzeczy samej. Jesli X odpowie Bal, to prawdziwa bedzie lewa strona

równowaznosci (*), a co za tym idzie, prawdziwa bedzie jego strona prawa,

tzn. Bal, czyli to, co X odpowiedzial, oznaczac bedzie Tak. Jesli X odpowie

Da, to lewa, a i w konsekwencji i prawa strona (*) bedzie falszywa, skad wynika,

ze Bal oznacza Nie. Tym samym Da, czyli to, co X odpowiedzial, znaczy

Tak. Tak wiec cokolwiek X odpowie, oznaczac to bedzie Tak. Przystapmy do

"wyliczenia" a. W mysl poprzednich ustalen mamy:

[X <l!B a f-t lJ3] = [Tx f-t lJ3( a) f-t lJ3] = [Tx f-t lJ3 f-t a f-t lJ3] = [a f-t Tx].

Przyjmujac zatem a ~f Tx, widzimy, ze warunek (*) jest spelniony. Nalezy

zatem zapytac napotkana osobe, czy jest czlowiekiem. Odpowiedz, jakiej udzieli,\
oznaczac bedzie Tak. _

Do samodzielnego rozwiazania proponujemy nastepujaca zagadke:

Goszczac swego czasu w Transylwanii, zostalem zaproszony do zamku

Drakuli. Okazuje sie jednak, ze bywalcy tego miejsca maja w zwyczaju

odpowiadac na wszelkie pytania uzywajac slów Bal oraz Da - dokladnie tak,

jak na wyspie Zombich. Przypomniec warto, ze mieszkancy Transylwanii

dziela sie na wampiry i ludzi, przy czym kazdy z nich moze byc oblakany

i zywic nieprawdziwe przekonania. Jak za pomoca jednego pytania dowiedziec

sie, czy napotkana osoba jest wampirem?
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JA9'JG~A :wbAf9'~: »csA JJ9' bAf9'JJ!G' CSA 1G2fGe M9'L!9'tGW' M}9'eC!MG; OqbOM!GqS!g; 1G2t

= [o; f-t iJ1 f-t 2;-] = [o; f-t iJ1(2(-)]'

= [2"Y. f-t iJ1(o;)L = [2"Y. f-t iJ1 f-t o;L =

[(Y.. <liR 0;) f-t H;-] = [Y..(iJ1(0;)) f-t H"Y. f-t H;-] = Y..(iJ1(0;))\ =

pGqS!G CSJOM!GJ<!GW' MAEcSWA S9'tGW 0;' W9'WA

tSIJ' Y.. pGqS!G M9'wb!LGW' 1GeE oqbOM!G Da' tO H;- pGqS!G 19'J2sAMG' tSJJ' Y..

M LSGCSA 29'WG1' 1GeJ! Y.. S9'bAt9'JJA o o; OqbOM!G Bat' tO b19'Mq9' pGqS!G H;-'

(Y..<liR 0;) f-t H;-'

2SIJJ<9'WA t9'J<!G~O 0;' qJ9' H<?LG~O:

Y.. <liR o; = [Y..(iJ1(0;)) f-t H"Y.J' y"('t) = [2"Y. f-t 't].
qGt qGl.
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