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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca miesiaca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszezamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kaide na oddzielnej kartce), mozna to robi¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadai 2z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspdlezynnik trudnoéci danego zadania:

WT =4 — 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a ¥V — liczbg oséb,
ktére nadestaly rozwiazanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktdéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1999.

Zadania z matematyki nr 377, 378 Redaguje Marcin E. KUCZMA

377. Rozwazamy wielomian P(z) = 2> + az® 4+ bz + ¢ zmiennej zespolonej z,

o wspélczynnikach zespolonych. Dowiesé, ze jezeli wszystkie pierwiastki wielomianu
P(z) sa liczbami zespolonymi o module 1, to réwniez wszystkie pierwiastki wielomianu
Q(z) = 2 + |a|2® + |b|z + |¢| sa liczbami zespolonymi o module 1.

378. Wykaza¢, ze dla kazdej liczby naturalnej k istnieja dwie kolejne liczby naturalne,
z ktérych kazda ma co najmniej k réznych dzielnikéw pierwszych.

Zadanie 378 zaproponowal pan Witold Bednarek z Lodzi.

Rozwiazania zadan z matematyki z numeru 11/1998
Przypominamy treéé zadan:

369. Pieciokagt ABC D E jest wpisany w okrag. Odleglodci punktu 370. Dane sa liceby naturalne n > k > 1. Ze zbioru {1,2,...,n}
E od prostych AB, BC, CD, DA sy odpowiednio réwne a, b, ¢, d. losujemy ze zwracaniem k liczb. Obliczyé wartosé oczekiwang

Wyrazié¢ d przez a, b, c.

-]

Rozwigzanie zadania M 876.

Rysujac proste zawierajace ramiona kata,
stwierdzamy z preystawania powstalych
tréjkatow, ze rozwazana odlegloddé jest
potowa odleglogel a i b.

iloczynu tych licgb pod warunkiem, e ich suma jest réwna n.
369. Oznaczmy promien okregu przez R. Pole tréjkata ABE wyraza sie wzorami:
|AB| - |AE| - |BE| 3 |AB|-a
= oraz SABEp = —m.
4R 2.
Stad wynika pierwsza z napisanych nizej réwnosci; a pozostale otrzymujemy przez cykliczne

SABE

przesunigcie oznaczen:
_|ABI-IBE| | _|BE|-ICEI  _|CE|:IDE| ,_ |DE|-AE|
9B 9BN R S R
Zatem 2Ra - 2Rc = 2Rb-2Rd ( = |AE|-|BE|- |CE|-|DE]) i mamy odpowiedé: d = ac/b.

(Zauwazmy, ze A, B, C, D, E moga by¢ dowolnymi piecioma punktami na okregu,
niekoniecznie kolejnymi wierzcholkami pigciokata.)

370. Zdarzenia elementarne w rozwazanym problemie warunkowym — to ciagi (xy,...,zy)

o wyrazach calkowitych nieujemnych, o sumie réwnej n. Kazdy taki ciag kodujemy w postaci
ciagu zerojedynkowego utworzonego z k blokéw zlozonych z zer; kolejne bloki maja dlugosci
T1,...,T; miedzy blokami zer umieszczamy jedynki — powstaly ciag ma wiec dlugosé
n+k—1. (Oto preyklad: dla n =8, k=4, r1 =3, 2 =1, x3 = 2, x4 = 2, kod ma postac:
00010100100.)

Jedynki, ktérych jest k—1, sa dowolnie rozmieszczone na n—1 pozycjach rozdzielajacych zera;
liczba takich rozmieszczen jest réwna (::‘;) , a prawdopodobienistwo pojedynczego zdarzenia
elementarnego jest odwrotnoscia tej liczby.

W kazdym bloku zlozonym z zer zastapmy teraz jedno zero, dowolnie wybrane, jedynka
- liczba mozliwoéei jest réwna iloczynowi z1z2 ... zg. (Oto jeden z mozliwych rezultatéw takiej
operacji dla ciagu z poprzedniego przykladu: 01011110101; podkreglone sa ,stare” jedynki.)

W otrzymanym ciagu zerojedynkowym dlugosci n4+k—1 jest 2k—1 jedynek, przy czym moga
sig one znalezé na zupelnie dowolnych pozycjach. Na odwrét, majac dany ciag takiej postaci,
mozemy jednoznacznie odtworzy¢ ciag liczb x1,.. .,z podzial na bloki o tych wladnie
dlugoéciach wyznaczaja jedynki: druga, czwarta, szdsta, itd. (,stare” jedynki).

Dla ustalonego zdarzenia elementarnego (czyli ustalonych pozycji ,starych” jedynek), iloczyn
x123 ...7 jest liceba mozliwych rozmieszezen ,nowych” jedynek. Suma takich iloczynéw

dla wszystkich zdarzen elementarnych jest réwna po prostu liczbie rozmieszczen 2k—1
jedynek w ciagu zerojedynkowym dlugosci n+k—1 i wynosi ("2';{‘__11) . Mnozac ja przez
prawdopodobienstwo zdarzenia elementarnego, otrzymamy szukana wartosé¢ oczekiwana

k=1

k-1 -1\ 1

iloczynu @2 ...z, Wynik: F = (n‘;«:—l ) (:_1) = | | :1;
3=0
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Zadania z fizyki nr 274, 275 Redagugje Jerzy B. BROJAN

274. Stala sloneczna, czyli moc promieniowania slonecznego na jednostke powierzchni
prostopadle], jest w okolicach Ziemi réwna I = 1,35 kW/m?. W prézni kosmicznej
umieszczono prostopadle do promieni stonecznych czarng plyte z materialu
izolacyjnego o wspélczynniku przewodnictwa cieplnego réwnym A = 0,3 W/(m-K)

i grubosci d = 10 cm (pozostale rozmiary sa znacznie wigksze). Obliczyé numerycznie
temperature, jaka po dluzszym czasie osiagnie kazda ze stron plyty. Stala
Stefana-Boltzmanna wynosi o = 5,67 - 107% W/(m2K?).

&

Termin nadsylania rozwigzan:
31V 1999

275. Zalézmy, ze sita elektromotoryczna termopary zbudowanej z przewodnikéw A
i B jest proporcjonalna do réznicy temperatur stykéw (jest to stuszne dla nieduzych
wartodci tej réznicy):
Czoléwka ligi zadaniowe] Eap = Q‘AB(TJ s T:;).
Klub 44 F ; i o
po uwaglednieniu ocen rozwigzan Stala aap nazywamy zdolnosciq termoelektryczng danej pary przewodnikéw. Stalej tej
zadan 262 (WT=2,20) i 263 (WT=2,14) przypiszemy znak dodatni wtedy, gdy w styku goracym prad plynie od przewodnika A
2 numeru 9/1998 do B, a ujemny wtedy, gdy zwrot pradu jest przeciwny (tak wiec oqn = —apa).
il e 1. Udowodnié, e o ap + opec = avac.

Jaroslaw Lazuka

Marek Wéjeicki - Szezecin 34,97 : ! ; ) )
Andrzej Nowogrodzki ~ Chocianéw 26,51 2. W obwodzie sktadajacym sie z trzech przewodnikéw A, B i C temperatura

T Wietecha = Tarndw 26,49 ‘ . . A

ittt o J i AR5 styku AB jest réwna T}, temperatura styku BC jest réwna T, a temperatura
Andrzej Tdzik - Boleslawiec 14,49 styku AC jest réwna Ty. Wyznaczy¢ silg elektromotoryczng takiej ,termotrdéjki”.

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 11/1998
Przypominamy tresé zadan:

266. Rakieta-zabawka zawiera komorg, do ktérej nalewa si¢ wody, pozostawiajac w czedci komory
powietrze, a nast¢pnie dopompowuje sie powietrze do odpowiednio wysokiego cidnienia. Po
ustawieniu rakiety pionowo (rys.) odlgcza si¢ pompke, a sprezone powietrze wyrzuca wode,
zapewniajac rakiecie napgd. Obliczyé numerycznie maksymalng wysokoéé mozliwg do osiggniecia
przez rakietg, jesli dane sa: masa samej rakiety 200 g, objetodé komory 400 em® i maksymalne
cisnienie (nadwyzka nad ci$nieniem atmosferycznym) 0,5 MPa. Przyja¢ wartoéé ciénienia
atmosferycznego réwna 0,1 MPa. Co mogna powiedzie¢ o optymalnej wielkoéci otworu wylotowega?
Jaksg ilodé wody nalezy nala¢ do komory, aby osiagnaé¢ maksymalna wysokoddé?

267. Gdy samochdd uderzyt w nieruchoma 4ciang, pasy bezpieczenstwa napigly sie sita F'. Ocenié
orientacyjnie, jaka silg napng si¢ pasy w tym samochodzie, jesli jadac z ta sama predkodcig uderzy
on w taki sam samochdd: a) stojacy nieruchomo, b) jadgcy naprzeciw z ta sama predkoseia.

'

266. Przy pominigciu sily oporu powietrza réwnanie ruchu tzn. gdy otwdr dyszy jest jak najwickszy. Wtedy h = vyt — ,i—,gtz,

rakiety z dzialajacym silnikiem ma postaé a maksymalna wysokosé rakiety wyniesie ‘U’% /2g.

dm
U—=M Ma,
a £t-Ma

gdzie U = | /2(p — patm )/ p jest predkoscia wylotu wody

Obliczenie calki v; autor zadania przeprowadzil numerycznie.
Jesli zalozymy, ze rozprezenie powietrza zachodzi adiabatycznie
(wedlug wzoru pV1* = const), to dla podanych wartosci masy
wzgledem rakiety, dm jest masa wody wyrzuconej w ciagu rakiety, ciénienia poczatkowego i objetosci komory otrzymuje
czasu df, a M jest zmienna masa rakiety. Oznaczmy przez vg(t) si¢, ze maksymalne vy, réwne 15,0 m/s, wystepuje wtedy, gdy

¢ na poczatku napelnimy 51% komory (204 cm?®) woda. Rakieta
calke f U%g‘— (jest to predkosé, ktdra osiagnelaby rakieta po osiagnie wysokosé 11,5 m.

0

czasie t, gdyby mozna bylo pominaé¢ silg cigzkodci). Zauwazmy, 267. W przypadku b) ze wzgledu na symetrie zderzenie przebiega

ze chociaz czas dzialania silnika zalezy od wielkosdci otworu
wylotowego, to koricowa wartosé vy (w chwili ustania pracy
silnika i péZniej; oznaczmy t¢ wartosé przez vq ) od niego

nie zalezy. Przy uwzglednieniu grawitacji predkoéé rakiety

w chwili ¢ wynosi v(t) = vo(t) — gt, a osiagnieta wysokosé
h= [o(")dt' = [wo(t')dt’ — ;gt?. Widzimy, ze maksymalna
wysokos¢ rakieta osiagnie wiedy, gdy funkcja vg () osiagnie
swoja maksymalna wartos¢ v, w jak najkrétszym czasie,
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tak samo, jak zderzenie z nieruchoma éciana. W przypadku a)
analize najwygodniej jest przeprowadzi¢ w ukladzie érodka masy,
w ktérym oba samochody jada naprzeciw siebie z predkoécia
dwukrotnie mniejsza. Jedli zalozymy, ze sita hamujaca jest
proporcjonalna do ,ugiecia sprezyny” (wgniecenia karoserii), to
ruch samochoddéw jest harmoniczny, a dwukrotne zmniejszenie
predkosci poczatkowej oznacza dwukrotne zmniejszenie
amplitudy i maksymalnej wartosci sily.

Rozwigzanie zadania F 495.

Dany uklad wygodniej jest przedstawi¢ tak, jak na rysunku obok.

Opér zastepezy opornikéw ra i r7, polaczonych réwnolegle z rg,

: re(rs +r7) , e %

wynosi R = —————=— =1 {1, a opér uktadu opornikéw ra i R,
re 4+ ra+re

ra(ra + 1)

polaczonych réwnolegle 2 rs, wynosi Ry = =1 1. Stad
rs+ratr
: ; y R
catkowity opér ukladu wynosi R = M =11
rq+r1+ Ra



