Zadania prawie identyczne i prawie rozwigzane

Symetralna odcinka to jego o§ symetrii, podobnie jak dwusieczna jest osia
symetrii kata. Proponuje kilka zadan o nich.

Zadanie &. Na ptaszezyinie dane sq trzy proste k, I, m przechodzqce przez
punkt O. Znalei¢ trojkal, dla kldrego proste te sq symetralnymi bokdw.

Jeden ze sposobéw na rozwiazanie zadania & jest taki. Rysujemy prosta n
prostopadta do k i odbijamy ja symetrycznie wzgledem [ (otrzymujac prosta ')
i wzgledem m (otrzymujac prosta m'). Nastepnie punkt P, bedacy punktem
wspélnym I’ i m’, odbijamy symetrycznie wzgledem [ 1 m, otrzymujac

m' odpowiednio punkty @ i R (oczywiscie na prostej n — rys. 1). Tréjkat PQR, jak
P tez kazdy jednoktadny z nim wzgledem srodka O, stanowi rozwiazanie zadania.

Dlaczego? — przyjemnosé¢ uzasadnienia pozostawiamy Czytelnikowi, a sami

Ry 8 rozwiazujemy nastepne

Zadanie #&. Na plaszezyzinie dane sq trzy proste k, |, m przechodzqce przez
punkt O. Znaleié trajkat, dla ktdrego proste te sq dwusiecznymi ketow.

Jeden ze sposobdéw na rozwiazanie zadania # jest taki. Obieramy punkt N
l k na prostej k i odbijamy go symetrycznie wzgledem [ (otrzymujac punkt ')
r 1 wzgledem m (otrzymujac punkt M'). Nastepnie prosta p, taczaca L' i M’,
N odbijamy symetrycznie wzgledem [ 1 m, otrzymujac odpowiednio proste ¢ i r
(oczywiscie przechodzace przez N — rys. 2). Tréjkat wyznaczony przez p, q, r,
jak tez kazdy jednokladny z nim wzgledem srodka O, stanowi rozwiazanie
zadania. '

Dlaczego? — podobnie jak poprzednio, przyjemnosé uzasadnienia pozostawiam
Czytelnikowi.

A teraz satysfakcja dla Czytelnika Leniwego, tym wieksza i bardziej zlodliwa,
im wiece] jego kolezanek 1 kolegéw znalazlo te uzasadnienia. Spéjrzmy na
rysunek 3, na ktérym przeéwiczyliSmy jeszcze raz rozwiazania zadania é.
Najwyrazniej k, I, m nie sa tutaj dwusiecznymi katéw otrzymanego tréjkata.
Coz wiec ze znalezionymi uzasadnieniami? Trudno mi reczyé za przyjacidt
Leniwego, ale najprawdopodobniej znalezione przez nich uzasadnienia byty
poprawne. Przeoczony byt tylko, ale nie przez nich, lecz przeze mnie, pewien
szczegol.,

Otéz, o ile kazde trzy przecinajace sie w jednym punkcie proste moga byé
symetralnymi bokéw pewnego tréjkata, to nie zawsze moga byé dwusiecznymi.
Mianowicie zachodzi

Twierdzenie x. Wszystkie katy, na ktdre dzielg plaszczyzne dwusieczne kqtdw
wewnetrznych trajkgta, sq ostre.

Oto uzasadnienie. Niech k, [ i m beda dwusiecznymi katéw wewnetrznych
tréjkata PQR (dalsze oznaczenia jak na rys. 4). Gdyby kat QO A mial co
najmniej 90°, to mieliby$my

LRPQ+ LRQP =2L0PQ+2/0QP = 2.Q0A > 180°,
co katom w tréjkacie sie nie zdarza. Przypuszczenie nasze bylo wiec falszywe, co
konczy dowdd.

Rys. 3

Co zatem skonstruowali$my na rysunku 37 Zostal tam znaleziony tréjkat,

w ktérym jedna z danych prostych jest dwusieczna kata wewnetrznego,

a pozostate dwie — dwusiecznymi katéw zewnetrznych. Jezeli w podawanych
poprzednio uzasadnieniach wykorzystywano tylko fakt, ze dwusieczna jest osia
symetrii prostych, w ktérych sa zawarte boki tréjkata, to uzasadnienie to pasuje
i tutaj.

No to sprawdzmy jeszcze raz, tym razem rozwiazanie & na rysunku 5. Co
si¢ okazuje? — nie ma punktu P. Ale rozwiazanie jest. Mozna je znaleé albo
Rys. 4 zaczynajac od innej osi niz k, albo prosta n prowadzac przez O. Proponuje
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{ zapedzi¢ Leniwego do wyjasnienia powstalej sytuacji. Podpowiedzmy,
k ze sytuacja ta dotyczy trojkata prostokatnego.

I A co bedzie, gdy sprawdzimy znéw rozwiazanie #, dla danych z rysunku 57

Tym razem nic nam z tego nie wyjdzie — dlaczego? Bo nigdy dwie dwusieczne
— o — wszystko jedno, czy wewnetrznych, czy zewnetrznych katéw — przy réznych
wierzcholkach tréjkata nie bywaja prostopadte.

Fllm’ o Jak wida¢, zadania, majace praktycznie identyczne rozwiazania w sytuacji

ogdlnej, moga sie diametralnie rézni¢ w szczegdlnych przypadkach.
Rys. 5 Marek KORDOS

Suma pewnego szeregu

W Historii rachunku rézniczkowego i caltkowego i rozwoju jego pojeé (1949;
wyd. polskie 1964) Carl Boyer pokazuje (str. 116-118), w jaki sposéb zyjacy

Richard Suisseth — uczony z Merton

College w Oksfordzie — autor dziela w X1V wieku Suisseth, nazywany Calculatorem, obliczal sume szeregu

Liber calculationum powstalego 1 2 3 n

w drugiej éwierci XIV wieku. Nazywany (l) Pt i b= b ol i

byt Calculatorem — lub jednym 2 4 8 i

z Calculatoréw — z uwagi na osobliwe To obliczenie nie sprawi klopotu Czytelnikowi, ktéry bez trudu obliczy sumy

obliczenia na szeregach nieskoriczonych,  czedciowe szeregu i przejdzie do granicy; pokazemy to péiniej. Ale Suisseth liczyt

przedstawianych zazwyczaj jako pola . : N hod brwacie b t i Tl 2
l‘igur nieograniczonych. Kinematyczne mnaczej. 1€ wchnodzac w Imo y a.C]e 1inema yczne _]ego racnunku, ogramczymy

motywacje tych obliczer przeszly wraz  sie do uwagl, ze szereg (1) interesowal go jako pole figury schodkowej na
z terminologia fluent i fluksji do analizy rysunku poniiej.
Newtona, ktéra w elementarnych partiach

do dzisiaj nosi w jezyku angielskim nazwe [iczyl w tym celu pola p, prostokatéw wycietych z tej figury pasami

SRl n — 1 < y < n, otrzymujac szereg
L sl 1
y Il: 2 IS e Ly S s g o
i (2) Ky b g kit
: : o oczywiste] sumie réwnej 2.
, 4/16
4 _i : Sumy czesciowe P, = p; + pa + - - - + pn tego szeregu sa
e Wi niczym innym niz polami pod wykresami funkcji prostych
5 g 3/8 aproksymujacych catke Lebesgue’a, wyrazajaca liczbowo pole
: - | : figury.
p3=l/4 —> (! ! ' 2/4 * k ok
1
2 -:-i- -E- -- # Obliczajac sume szeregu (1) jako granice jego sum
P11 = ] o : ! 12 cz.cgéciowych, liczymy t(.} samo pole jako calke (niewlasciwa)
Py R ' | Riemanna. Sumy czedciowe S, = 1/2+ - - + n/2" szeregu (1)
o : : ¢ ,  wyrazaja sie wzorem S, = 2 — (n + 2)/2". Wymaga to
p=l—> 1 o ' ! i odgadniecia wzoru 1 przeprowadzenia dowodu przez indukcje:
e = e 142 3 1
1/16 1/8 1/4 1/2 = S55=2———=2—=-=—,
2 2 2
i3 nt+l L 2n+2)—(n+1) (n+1)+2
Sapy=dnt o = A e T A o1 S —

Poniewaz ciag (n + 2)/2" jest zbieiny do zera, otrzymalidmy wiec 1 ta droga
liczbe 2 jako pole (tej samej) figury.

Calka Lebesgue’a okazata tu jednak swoja wyzszoéé nad catka Riemanna,

rowadzac szybciej do celu.
Jak pisze Luzin - odnoénik do artykulu P a ¥ ]

»Sowremiennoje sostojanije tieorii

Rk diektuiteliogs plicenil o Nie wyciggajmy stad jednak wniosku, ze Suisseth byl prekursorem Lebesgue’a.

s ik BIE Boe 3. Dol Bebropel Bylo mu po prostu wszystko jedno, jakim sposobem liczyé pola. Nasz drugi

— podzial osi rzednych byl uzywany sposéb mogt by¢ zreszta na tamte czasy za trudny.

przez inzynieréow do calkowania funkcji

- jesli te mialy wykres zbyt falisty na to, ok

2;{;2:]?: f;‘;‘z’geei‘r’zzg 'pi?i‘:?’::i‘;ﬁ Poniewaz nam nie jest wszystko jedno, zauwazmy, ze sumy S, nie przekraczaja
ste fains 1 abaacs Bind, by co do wielkosci sum P,. Konsekwencja rachunku Lebesgue’owskiego jest zatem
kwestionowania priorytetu Lebesgue’a.  lim S < 2. Ale latwo uzyskujemy réwnosé, wobec im Sy > P, dla kazdego n.
A wigc nie tylko czternastowieczny

Suisseth! Liczenie ,trudne}” sumy Riemannowskiej jest wiec niepotrzebne.

Jerzy MIODUSZEWSKI



