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zapedzic Leniwego do wyjasnienia powstalej sytuacji. Podpowiedzmy,

ze sytuacja ta dotyczy trójkata prostokatnego.

A co bedzie, gdy sprawdzimy znów rozwiazanie ., dla danych z rysunku 5?

Tym razem nic nam z tego nie wyjdzie - dlaczego? Bo nigdy dwie dwusieczne

- wszystko jedno, czy wewnetrznych, czy zewnetrznych katów - przy róznych

wierzcholkach trójkata nie bywaja prostopadle.

J ak widac, zadania, majace praktycznie identyczne rozwiazania w sytuacji

ogólnej, moga sie diametralnie róznic w szczególnych przypadkach.

M arek KORDOS

Suma pewnego szeregu

* * *

Sumy czesciowe Pn = Pl + P2 + ... + Pn tego szeregu sa

niczym innym niz polami pod wykresami funkcji prostych

aproksymujacych calke Lebesgue'a, wyrazajaca liczbowo pole

figury.
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Liczyl w tym celu pola Pn prostokatów wycietych z tej figury pasami

n - l ::; Y ::; n, otrzymujac szereg
l l l

1+-+-+ .. ·+-+ .. ·
2 4 2n

o oczywistej sumie równej 2.

(2)
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W Historii rachunku rózniczkowego i calkowego i rozwoju jego pojec (1949;

wyd. polskie 1964) Carl Boyer pokazuje (str. 116-118), w jaki sposób zyjacy

w XIV wieku Suisseth, nazywany Calculatorem, obliczal sume szeregu
l 2 3 n
-+-+-+ ... +-+ ...
2 4 8 2n

To obliczenie nie sprawi klopotu Czytelnikowi, który bez trudu obliczy sumy

czesciowe szeregu i przejdzie do granicy; pokazemy to pózniej. Ale Suisseth liczyl

inaczej. Nie wchodzac w motywacje kinematyczne jego rachunku, ograniczymy

sie do uwagi, ze szereg (1) interesowal go jako pole figury schodkowej na

rysunku ponizej.

Obliczajac sume szeregu (1) jako granice jego sum

czesciowych, liczymy to samo pole jako calke (niewlasciwa)

Riemanna. Sumy czesciowe Sn = 1/2+ ... + n/2n szeregu (1)
wyrazaja sie wzorem Sn = 2 - (n + 2)/2n. Wymaga to

odgadniecia wzoru i przeprowadzenia dowodu przez indukcje:
1+2 3 l

SI = 2- -2- = 2- "2 = "2 '

=5 n+l =2- n+2 n+l =2- 2(n+2)-(n+l) =2- (n+l)+2
n + 2n+1 2n + 2n+1 - ..
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Richard Suisseth - uczony z Merton

College w Oksfordzie - autor dziela

Liber ca/cu/ationum powstalego

w drugiej cwierci XIV wieku. Nazywany

by! Calculatorem - lub jednym

z Calculatorów - z uwagi na osobliwe

obliczenia na szeregach nieskonczonych,

przedstawianych zazwyczaj jako pola

figur nieograniczonych. Kinenlatyczne

motywacje tych obliczen przeszly wraz

z terminologia fluent i fluksji do analizy

Newtona, która w elementarnych partiach

do dzisiaj nosi w jezyku angielskim nazwe
Calculus.
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Jak pisze Luzin - odnosnik do artykulu

"Sowremiennoje sostojanije tieorii

funkcij diejstwitielnogo pieriemiennogo"

na str. 525 tomu 2 Dziel Zebranych
- podzial osi rzednych by! uzywany

przez inzynierów do calkowania funkcji

- jesli te mialy wykres zbyt falisty na to,

by sposób Cauchy'ego by! praktycznie

oplacalny - jeszcze przed pojawieniem

sie prac Lebesgue'a. Stad, próby

kwestionowania priorytetu Lebesgue'a.

A wiec nie tylko czternastowieczny
Suisseth!

Poniewaz ciag (n + 2)/2n jest zbiezny do zera, otrzymalismy wiec i ta droga

liczbe 2 jako pole (tej samej) figury.

Calka Lebesgue'a okazala tu jednak swoja wyzszosc nad calka Riemanna,

prowadzac szybciej do celu.

Nie wyciagajmy stad jednak wniosku, ze Suisseth byl prekursorem Lebesgue'a.

Bylo mu po prostu wszystko jedno, jakim sposobem liczyc pola. Nasz drugi

sposób mógl byc zreszta na tamte czasy za trudny.

* * *

Poniewaz nam nie jest wszystko jedno, zauwazmy, ze sumy Sn nie przekraczaja

co do wielkosci sum Pn. Konsekwencja rachunku Lebesgue'owskiego jest zatem

limSk ::; 2. Ale latwo uzyskujemy równosc, wobec limSk 2 Pn dla kazdego n.

Liczenie "trudnej" sumy Riemannowskiej jest wiec niepotrzebne.
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