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Rozwigzanie zadania M 872.
Niech J bedzie jednokladno
o srodku B, ktéra przeprow

lza
ek A'C' styczny do
D. Niech O, bedzie

srodkiem okregu S.

odcinek AC na odc
okregu K w punkcie
srodkiem }:i(j. a0

Poniewaz S jest wpisany w trojkat

A'BC’ oraz J(AABC) = AA'BC,
wystarczy dowiedd, ze J przeprowadza O,
na O, czyli ze |BO,|/|BO| = |BA|/|BA’|
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Tréjkaty prostokatne BPO i BDA' sa
podobne, a Oy i A sa spodkami wysokosci
opuszczonych na ich przeciwprostokatne.
Zatem dzielg one owe przeciwprostokatne

w tym samym stosunku. Stad juz wynika

zadana réwnosé.
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Rozwigzanie zadania M 873.

Niech f bedzie zlozeniem obrotu o 90°
wokdl H (pdlprosta HB przechodzi
w polprostag HP) i1 jednokladnosci

o srodku H i skal |PB|/|BC|. Wéwczas
f przeprowadza ABHC na APHE.
Poniewaz wierzcholki kwadratu
przechodza przy f na wierzcholki

kwadratu, a |BP| = |B@Q|, wigc f(D)=Q
Z definicji f wynika teza zadania
A D
P d

B Q=/(D) ¢

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

1. Wydzial Matematyki, Informatyki i Mechaniki Uniwersytetu Warszawskiego, Wydzial
Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego oraz Redakcja miesiecznika Delta organizuja konkurs —
lige zadaniowa pod nazwa Klub 44.

2. Zadania konkursowe sa oglaszane w miesieczniku Delta, po cztery zadania w kazdym
numerze: dwa z matematykii dwa z fizyki, z dwumiesigczna przerwa (nr 7 i 8 kazdego roku).

3. Uczestnikiem ligi moze by¢ kazdy.

4. Uczestnictwo w lidze polega na rozwiazywaniu zadan konkursowych i przysylaniu
opracowanych rozwiazan do redakcji Delty. Uczestnikiem zostaje si¢ po przyslaniu rozwiazania
co najmniej jednego zadania.

5. Moment przystapienia do ligi mozna wybra¢ dowolnie. Nie ma koniecznosci rozwiazywania
zadan z kazdego miesigca.

6. Rozwiazania zadan z numeru n nalezy nadsylac do kornca miesiaca n + 2 (dodawanie
modulo 12; na przyklad termin nadsylania rozwiazan zadan z numeru 11/1998 uplynal
31 stycznia 1999). Szkicowe rozwiazania podawane sa w numerze n 4 4.

7. Rozwiazanie kazdego zadania powinno by¢ pisane na oddzielnym arkuszu papieru oraz
podpisane imieniem i nazwiskiem. Uczniowie proszeni sa o podanie klasy, studenci — roku
i uczelni. Rozwiazania zadan z matematykii z fizyki nalezy przysyla¢ w oddzielnych
kopertach, z dopiskiem na kopercie: Klub 44 M lub Klub 44 F.

8. Prace powinny by¢ samodzielne. Jednobrzmiace rozwigzania pisane przez réznych
uczestnikéw nie beda brane pod uwage.

9. Rozwiazanie kazdego zadania jest oceniane w skali od 0 do 1, z dokladnoscia do 0,1. Przy
ocenie brana jest pod uwage nie tylko poprawnosé¢ merytoryczna i rachunkowa, lecz takze
pomyslowoéé metody i elegancja rozwiazania.

10. Kazde zadanie otraymuje wspdlczynnik trudnodci ustalany po wystawieniu ocen.
Wspdélezynnik ten jest liczba pomiedzy 1 a 4 obliczana wedlug nastepujacej reguly: jesli N
oznacza liczbe oséb, ktdre nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru
w danej konkurencji (matematyka lub fizyka), a S oznacza sume ocen uzyskanych przez
wszystkich uczestnikéw za dane zadanie, wéwczas otrzymuje ono wspdélezynnik trudnosci
WT = 4 — 35/N. Za nadeslane rozwiazanie uczestnik otrzymuje w punktacji ligowej liczbe
punktéw réwna iloczynowi uzyskanej oceny przez wspdlezynnik trudnoscei (z zaokragleniem
do dwéch miejsc po przecinku).

11. Niektére z zadan mozna znalez¢ (w brzmieniu identycznym lub bardzo zblizonym) wraz

z rozwiazaniami w rdéznych ksiazkach i czasopismach. Uczestnicy, ktorzy w takich przypadkach
przysla zamiast wlasnego rozwiazania dokladny odsylacz do literatury, otrzymaja oceng
maksymalng, pod warunkiem, ze w cytowanym Zrédle istotnie znajduje sie pelne rozwiazanie
(dowdd, obliczenie, konstrukcja).

12. Czytelnicy Delty moga zglaszaé propozycje zadan; jesli zadanie nie jest wlasnego
autorstwa, nalezy podawac érédlo. Gdy zadanie wykorzystane w lidze pochodzi z propozycji
uczestnika ligi (tj. osoby, ktéra przyslala juz rozwiazanie jakiegos zadania - por. p. 4),

a dostarczone zostalo wraz z rozwiazaniem (choéby szkicowym, ale poprawnym, ewentualnie
odsylaczem do literatury), uczestnik otrzymuje oceng maksymalna.

13. Punkty zdobyte przez kazdego uczestnika za rozwiazania poszczegdlnych zadan, obliczone
wedlug reguly podanej w p. 10, sa sumowane — oddzielnie dla matematyki i dla fizyki.

Z chwila osiagniecia sumy 44 punktéw w jednej z tych dwéch dziedzin uczestnik staje sie
czlonkiem Klubu 44 M lub Klubu 44 F.

14. Po zgromadzeniu 44 punktéw (i zostaniu czlonkiem Klubu 44) mozna w dalszym ciagu
braé udzial w konkursie ligowym. Nadwyzka punktéw ponad wartos¢ 44 zostaje zaliczona na
poczet ponownego uczestnictwa w lidze.

15. Trzykrotne uzyskanie czlonkostwa Klubu 44 M (lub Klubu 44 F) daje tytul Weterana
Klubu 44 M (Klubu 44 F).

16. Aby uzyskaé¢ informacje o swoich wynikach, nalezy przyslaé¢ do redakcji Delty kartke
pocztowa (oddzielna dla matematyki i dla fizyki), ofrankowana i zaadresowana do siebie,
ze sporzadzona tabelka z umieszezonymi w jej rubrykach numerami zadar i z pustymi
okienkami do wpisania ocen. Zaleca sie przysylanie takich kartek nie czesciej niz co kilka
miesiecy, gdy uzbiera sie material dotyczacy rozwiazan kilkunastu zadan.

17. Czolowka listy ligowe] jest systematycznie oglaszana w miesieczniku Delta. Nazwisko
uczestnika moze by¢ wymienione w czoldwee z nie zmieniona suma punktdw trzykrotnie;
nastepny raz ukaze sie wtedy, gdy uczestnik wykona ruch w gére.

18. Raz do roku, w numerze lutowym, drukowane jest omdéwienie przebiegu konkursu,
prezentowane sa w skrocie ciekawsze rozwiazania i uogdlnienia oraz oglaszana jest obszerna
czoléwka.

19. Czlonkowie Klubu 44 sa zapraszani na spotkania Klubu 44.

20. Organizatorzy zastrzegaja sobie wylaczne prawo interpretacji 1 mozliwosé zmian
regulaminu.
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Zadania z matematyki nr 375, 376

Redaguje Marcin E. KUCZMA

i BC'D przecina proste CA i C'B odpowiednio w punktach P i Q. Dowiesé, ze jesh

375. W tréjkacie ABC, majacym katy ostre przy wierzchotkach A i B, odcinek C'D
' — 4 4 jest wysokodcia. Prosta przechodzaca przez srodki okregéw wpisanych w tréjkaty ACD
-
®

|CP|=|CQ|, to tréjkat ABC jest réwnoramienny lub prostokatny.

376. Dana jest liczba naturalna n > 2. Rozwazamy wszystkie pary (k, m) liczb
naturalnych spelniajace warunki:

Termin nadsylania rozwigzan:
30 IV 1999

1<k<m<n, k+m>n, NWD(k,m)=1

Obliczy¢ sume Z maed ktérej skladniki odpowiadaja wszystkim rozwazanym parom

(k,m).

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 10/1998

Przypominamy tres¢ zadarn:

367. Liczby nieujemne a, b, ¢, @, y, 2 spelniajg uklad réwnan
Vate +Vity+vVers=1
Vaty+Vita+vete=1
Vat:+Vite+Vety=1

Dowiedé, zea=b=club e =y = 2.
368, Niech p; = 2, p2 = 3, pa = 5, ... bedzie rosnacym ciggiem
wszystkich liczb pierwszych. Znalezé kres dolny zbioru liczb postaci

VPntr —Vpa (n=1,2,3,...).

367. Mozna zalozy¢, ze a < b < ¢. Przypusémy, ze a < c; nalezy wykazac, ze wowczas
x =y = z. Weimy pod uwage funkcje okreslone dla ¢ > 0 wzorami

Lista uczestnikéw
ligi zadaniowe] Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 363 (WT=3,51) 1 364 (WT=1,36)
z numeru 6/1998

Maciej Mostowsaki - 43,90
Tadeusz Jozefcayk = 2-41,32 .
Krzysztof Zapisek = 41,322 [ )

fO)=vh+t—Va+tt,
h(t) = Ve+t—Va+t=f(t)+g(t)
Odejmujac réwnania stronami, dostajemy zwiazki:
fy)+g(z) — h(z) =0 oraz f(z) +g(z) - h{y) =0.
Uwzgledniajac réwnosé h = f + g, przepisujemy je w postaci:

g(z) — glz) = f(z) = f(y) oraz g(x) —g(y) = f(u) = f(2).

g(t) =vVe+t—vVb+t,

Zbigniew Skalik - anzs Riatits i ] ] nes

Witold Bednorz - 1-39,62 Jedli a < b = ¢, to funkcja f({) = ———=——=—jesl scisle malejaca, a funkcja g jest
Witeld Bednarek - 39,62 Vh4+t+vVa4t

Bogumila Piotrowska - 24,29 stala, wiec ze zwiazkéw (*) wynika natychmiast, ze = y = z. Sytuacja jest analogiczna, gdy
Andrzej Jadwik - 34,12 A T . . . . Yy . y . .
Paulina Domagalska - B a = b < c. Jesli wreszcie a < b < ¢, to obie funkcje f i g sa scisle malejace; ze zwiazkdéw (*)
Tomasz Wietecha - 33787 wnosimy teraz, ze réznice z — x, x — y, ¥ — = sa jednoczesnie dodatnie, ujemne lub réwne
Krzysztof Jasek - 2tar . . e Ui . 2 e
Ao SR . zeru. Pierwsze dwie mozliwoéci trzeba jednak wykluczy¢, bo suma tych trzech réznic jest
Artur Arciszewski - 26,15 zerowa. Zatem £ = y = z.

Wojciech Maciak - 25,46

Mieczyslaw Jedraejowski - 24,99 368. Przypuscmy, ze kres dolny rozwazanego zbioru liczb jest dodatni. Istnieje wiec liczba
Jan Ciach - 5-24,98 . . ;

Ao rda DamATil s Eans e > 0, taka, ze \Vpry1 — Vpr 2 e dlak=1,2,3,.... W takim razie

Zbigniew Sewartowski - 23,65 / L,

Michal Lewandowski - 22,9 ol oSt = VPt Pk o = > = dla el ®
Fafal Pikula - 22,73 Jon \/ : \/ = \/ ; Lt Bt |

Marian Lupiezowiec - 22,64 . Pk Pk+1 3 pk?k-'-l . pkpk+l_ Phtl

Przemyslaw Gadzifiski  — 6- 22,39 Podstawiamy k =1,2,...,n i dodajemy te nieréwnosci:

Marek Prauza - 3-20,73

Bartosz Putrycsz - 20,31

Legenda (prezykladowo): stan konta
6-22 39 oznacza, Ze uczestnik juz
szesciokrotnie zdobyl 44 punkty,

a w kolejnej (siédmej) rundzie ma
22,39 punktdw.

Zaczaé trzeba od karty zalobnej. Nie zyje Jan Ciach.
Uczestnikom ligi zadaniowej to nazwisko jest doskonale
znane. Pan Ciach byt wieloletnim naunczycielem
matematyki juz w roku 1983, gdy rozpoczynal swéj udzial
w lidze. Od tego czasu dal sie poznac¢ jako antor wielu
ciekawych zadan oraz blyskotliwych rozwiazan, czesto
przytaczanych w dorocznych oméwieniach. Zadziwial
erudycja, szczegdlnie w zakresie tradycyjnej geometrii.
Przez kilka lat byl stalym korespondentem dzialu zadan
kanadyjskiego miesigcznika Cruzr Mathematicorum.

W naszej lidze wykonal pieé¢ 44-punktowych rund; ostatni
list przyslal w roku 1996. Ciezko pogodzié sie z mysla, ze
juz nie bedziemy rozwiazywac zadan autorstwa pana Jana.

W regulaminie ligi zadaniowe) czytamy o spotkaniach jej
uczestnikow. W poczatkowym okresie istnienia ligi takie
spotkania odbywaly si¢ do$é¢ regularnie, w odstepach mniej
wiecej poltorarocznych. Potem przyszly ciezsze czasy. ..
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Lewa strona nie przekracza 1/ /2. Wiadomo jednak, ze szereg zlozony z odwrotnosci
wszystkich liczb pierwszych jest rozbiezny. Otrzymana sprzecznosc dowodzi, ze szukany kres
dolny jest réwny zeru.

I oto w minionym roku udalo sig powréci¢ do tradycji:

w dniach 26-27 wrzesnia 1998 spotkaliémy si¢ w gronie
czlonkéw Klubu 44 M, ktdrzy nie przerwali kontaktu

z liga. Jednym z punktéw programu spotkania byla

sesja ,szybkiego rozwiazywania zadan”, otwarta dla
publicznoéci i wkomponowana w ciag imprez II Festiwalu
Nauki. Uczestnicy spotkania postuchali takze wykladu
Zbigniewa Marciniaka o metodach, ktérymi zostalo
udowodnione Wielkie T'wierdzenie Fermata. A poza tym -
porozmawialiémy sobie o réznych sprawach zwigzanych (lub
nie zwiazanych) z liga zadaniowa, z Deltg i z matematyka.
Ciekawe, kiedy uda nam si¢ spotkaé¢ ponownie. ..

Przechodzimy do corocznego oméwienia; jak zwykle,
przedstawiamy rozwiazania odmienne (i zwykle ciekawsze)
od naszych ,firmowych”, a takze znalezione nogdlnienia.
Odnotowujemy ponadto te zadania, gdzie poprawne
rozwiazania byly bardzo nieliczne.



Zestawienie na poprzednie] stronie
obejmuje wszystkich uczestnikéw ligi,
ktdrzy spelniaja nastepujgce dwa
warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywane] rundzie) wynosi co najmniej
20 punktéw,;

~ przyslali rozwigzanie co najmniej
Jednego zadania z rocznika 1996, 1997
lub 1998,

Nie drukujemy wiec nazwisk tych
uczestnikdw, ktorzy rozstali sig z liga tray
lata temu {lub dawniej); oczywiscie jesh
ktokolwiek z nich zdecyduje sie wrécié
do naszych matematycznych lamigléwek,
Jego nazwisko automatycznie wréci na
liste. Serdecznie zapraszamy!

Weterani Klubu 44 M (w kolejnodci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (4), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza,
P. Kumor (4), P. Gadszinski (6),

K. Jedziniak, J. Olszewski,

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha

(jesli uczestnik przekroczyl bariere 44
punktéw wigcej niz trzy razy, syghalizuje
to cyfra w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
{alfabetycznie; nie powtarzamy nazwisk
figurujacych na liscie powyzej):
sdwukrotni® ;

Z. Bartold, A. Czornik, P. Jedrzejewicz,
M. Kasperski, H. Kasprzak,

T. Komorowski, Z. Koza, D. Kurpiel,

J. Malopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Piéro, S. Solecki,

J. Witkowski, G. Zakrzewski;
yJednokrotni”:

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, B. Dyda,

P. Figurny, M. Fiszer, Z. Galias,

L. Gasiniski, A. Gluza, T. Greesiak,

K. Hryniewiecki, K. Jachacy,

J. Kraszewski, A. Krzysztofowics,

P. Kubit, T. Kulpa, A. Langer, R. Latala,
P. Lipiniski, P. Lizak, J. Lazuka,

J. Maridziuk, M. Marczak, M. Matlega,
R. Mazurek, H. Mikolajezak, M. Mikucki,
J. Milczarek, R. Mitraszewski,

W. Olszewski, K. Patkowski,

W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, J. Siwy, A. Smolezyk,

Z. Surduka, T'. Szymczyk, W. Szymczyk,
K. Trautman, P. Wach, K. Witek,

A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,

K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 346. [min{V: kazdy wieloécian wypukly, ktéry nie zawiera czworoscianu

o objetosci 1, jest zawarty w czworoscianie o objetosci < V'} = 7] (wspélczynnik
trudnosci WT'=3,07; liczba poprawnych rozwigzain LP R=5). Pelne rozwiazania,
zasadniczo identyczne z rozwiazaniem firmowym, podali: W. Bednorz, A. Daniluk,
P. Gadzinski, P. Kumor, T. Rawlik.

Zadanie 351. [max{n € N: 3 zbiory A1,..., An: |Ai| =4, |[Ain A;] =1dla i # j,
Ain...NnA, =0} =7?] (WT=1,27; LPR=10). Wynik: 13. Jeéli zamiast zbioréw
czteroelementowych bedziemy rozwazaé zbiory k-elementowe, wéwczas otrzymamy
nieréwno$¢ max n < k% — k + 1; takie uogélnienie wskazali: B. Dyda, T. Jézefezyk,
T. Wietecha oraz M. Lewandowski, ktéry ponadto zwrécil uwage na zwiazek
zadania z bardziej ogélnymi zagadnieniami z teorii skoniczonych geometrii rzutowych

i konfiguracji kwadratowych oraz udowodnit (dowdd dlugi!), ze owa nieréwnoéé staje
si¢ réwnodcia (w szczegdlnodci) dla liczb k postaci p™ +1 (p — liczba pierwsza).

Zadanie 358. [Niech f(z) ="} | axsin® kz; czy (f(z) >0 dlaz € R) = (3 ax > 0)7]
(WT=1,80; LPR=12). Rozwiazanie firmowe bylo za dlugie — prawdziwosé rozwazanej
implikacji wynika natychmiast z réwnosci J;' flz)dz = (7/2) Y ak, zauwazonej przez
autorow wickszosci rozwiazan.

Zadanie 359. [Czy istnieja funkcje f,g: R — R o wlasnodciach: fg(z) = 22,
gf(z) = z*?) (WT=2,38; LPR=3). Przyktady takich par funkcji, nie rézniace sie
istotnie od rozwiazania firmowego, podali A. Daniluk i W. Bednorz. Calkiem
inny przyklad znalazt P. Kumor: przedzialy J, = [22";22ﬂ+] } w sumie (gdy n € Z)
wypelniaja przedzial J = (1;00); wzdr g(z) = (Tzz_n = 12]4": dla z € J, okresdla
funkcje odwracalna g: J — J; przyjmijmy f(z) = g7 (2*) dla = € J. Tak okreélone
funkcje f i g spelniaja zadane réwnosci na zbiorze J — pozostaje tylko rozszerzyé je
(jak w rozwiazaniu firmowym) do pelnej dziedziny R.

Stosunkowo niski wspélczynnik trudnosci w zadaniach 359 i 360 jest wynikiem
niewielkiej liczby przyslanych w tym miesiacu prac; zestaw zadani okazal sie
trudniejszy, niz przypuszczalismy.

Zadanie 360. [Ciag (a1,...,a2,41) ma wlasno$é: po odrzuceniu dowolnego

wyrazu pozostale mozna rozbi¢ na dwie réwnoliczne grupy o réwnych sumach =

(a1 = ... =azn41)] (WT'=2,80; LPR=2). Autorem rozwiazania firmowego jest

P. Kumor, ktéry zadanie zaproponowal. Drugie poprawne rozwiazanie — efektowne,
choé¢ odwolujace si¢ do nie catkiem elementarnych fakiéw z algebry liniowej —
przedstawil W. Bednorz: wektor w = (ai,...,a2n41) spelnia réwnanie Aw = 0, gdzie
A jest macierza (2n+1) x (2n+1) majaca zera na przekatnej, a poza tym plus-minus
jedynki, o sumie 0 w kazdym wierszu. Jedng z wartosci wlasnych jest 0; kazdy wektor
postaci (a,...,a) jest jej wektorem wlasnym. Nalezy dowieéé, ze innych nie ma, a wiec
ze jest to warto$¢ wlasna jednokrotna — czyli, Ze w wielomianie charakterystycznym
wspolczynnik przy zmiennej w pierwszej potedze jest niezerowy; to zas nietrudno
stwierdzi¢ rozwazajac 6w wielomian nad cialem Z; i wykazujac, ze wspélczynnik,

o ktéry chodzi, jest liczba calkowita nieparzysta. Zgrabne!

Zadanie 362. [Dane okregi wi = 0(Oy, 1), i = 1,2,3,4; wi Nwip1 = {5, A };

P; € o(Q, R), |QS| = d; jakie réwnanie wiaze R,r,d7? czy kazda tréjka R,r,d > 0,
spelniajaca to réwnanie, jest ,dobra”?] (W7T'=2,20; L PR=6). Szukane réwnanie:

R? + & = 2r*. W. Bednorz, P. Gadzinski, J. Lazuka, Z. Skalik, T. Wietecha
przedstawili wyprowadzenia ,czysto geometryczne”, wszelako wymagajace troski

o pelna ogdlnoéé (niezaleznos¢ od rysunku), i przez to nie prostsze od rozwiazai za
pomocy rachunkéw: na wektorach (rozwigzanie firmowe) badZ na liczbach zespolonych
(L. Skrzypek, autor zadania).

Na ostatnie pytanie z zadania rozwiazanie firmowe odpowiada: tak. Nie pierwszy

to raz, i na pewno nie ostatni, gdy redaktorowi ligi zadaniowej zdarza sie¢ coé
przeoczy¢ — tym razem przegapiony zostal przypadek: R = r = d; dla takich liczb nie
istnieje odpowiednia czwérka okregéw. Prawidlowa odpowiedZ nie podali wszyscy
rozwigzujacy, wykazujac ponadto, ze jest to jedyny przypadek, w ktérym ,coé sie
psuje”.

Zadanie 363. [ABCD - czworodcian foremny; P € pt BCD, Q € pt CDA = |AP|,
|PQ|, |@B| sa dlugosciami bokéw tréjkata] (WT'=3,51; LPR=3). Szybkie rozwiazanie
firmowe polegalo na wyjséciu z rozwazaniami w przestrzen czterowymiarowa. Jak to
zadanie zrobi¢ w sposéb less sophisticated, pokazal P. Gadzinski: niech 7, p1 beda
polplaszczyznami o krawedzi CD, zawierajacymi odpowiednio punkty B i A, i niech
w2, p2 beda pélplaszczyznami uzupelniajacymi w1, p1 do calych plaszczyzn. Z uwagi na
symetrig rél P i @), wystarczy udowodnié dwie nieréwnoséci:

(1) |AP[+|PQ| > |BQ| (2) AP +|BQ| > |PQ|.

ora#
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Napis [XY Z]
trojkata XY Z.

7| dla

Gdy P € m, wéwcezas |AP| > |BP| i nierédwnoéci (1) oraz (2) sa prostymi wnioskami
z [BPQ] oraz [PBQ). Dalej zakladamy, ze P € m2; niech M bedzie $rodkiem odcinka
C'D iniech R bedzie rzutem punktu P na prosta C'D; kat miedzy pélplaszczyznami
p1 1 w2 jest rozwarty, wigc

(3) |AP| > |AR| = |BR| oraz (4) |[AP| > |MP|.

Jezeli teraz @ € p1 (na rysunku: punkt @ w polozenin @), to (analogicznie do (3))
|QP| = |QR|; stad, z (3) i z [BRQ] wynika teza (1); a teza (2) jest konsekwencja
nieréwnodci |AQ| < |BQ| oraz [PAQ]. Jedli natomia.st Q € p2 (na rysunkw: Q = @),
to (analogicznie do (4)) |BQ| > |MQE, stad, z (4) 1 z [PM Q] wynika teza (2); a teza
(1) jest konsekwencja nieréwnosci |AQ| > !BQ| Ora.z [APQ].

Jak zauwaza autor rozwiazania, foremnosé czworoscianu nie jest istotna: korzysta
si¢ tylko z tego, ze prosta C'D lezy w plaszczyZnie symetralnej odcinka AB oraz
z rozwartosci kata miedzy pdlplaszczyznami py i 7.

Doé¢ podobne rozwiazanie (dla czworoscianu foremnego) podal W. Bednorz; antorem
trzeciego dobrego rozwiazania, mocno rachunkowego, jest L. Skrzypek.

Zadania z fizyki nr 272, 273 Redaguje Jerzy B. BROJAN

272. Konferencja byla beznadziejnie nudna. Podsekretarz ziewnal i machinalnie
zaczal si¢ bawi¢ dwoma patyczkami pozostawionymi przez kogoé na stole. Byly réinej
dlugodci, a na kazdym z konicéw mialy ucha. Podsekretarz wlozyl pinezke w ucho
jednego z patyczkéw, wbil ja w stél i pchnat patyk. , Lekko sie kreci” — zanwazyt

i stracil resztke zainteresowania referatem. ,A gdyby tak ucho drugiego patyczka
przymocowaé do ruchomego kofica? Zmacal w kieszeni kawalek nitki i zwiazal kofice
patyczkéw. Po ustawieniu drugiego na przedtuzeniu pierwszego prztyknal w miejsce
ich polaczenia (rys. 1) — troche mocniej, niz zamierzal, bo stuk zderzajacych sie
drewienek rozlegl si¢ w calej sali. ,Alez co pan wyprawia!” - zawolal Przewodniczacy.

) »Przepraszam” — wyjakal Podsekretarz — ,powinienem byl zamienié¢ te patyczki
pinezka miejscami, wtedy nie narobilbym tyle halasu”. Przewodniczacy przyjrzal sie zestawowi.
(&) =) »Ciekawe. .. ale watpie, czy zamiana by coé dala” - oéwiadczyt.

* . W jakich warunkach racj¢ mialby Podsekretarz, a w jakich — Przewodniczacy (tzn. jaki

zwiazek musza spetnia¢ masy i dlugosci patyczkéw, aby na skutek prztykniecia
patyczki uderzyly o siebie)? Przyjaé, ze sa jednorodne i pominaé tarcie o stél.

Termin nadsylania rozwiazan:
30 IV 1999

273. Tempo przeplywu ciepla przez $ciang (moc cieplna na jednostke powierzchni) jest
proporcjonalne do réznicy temperatur migdzy wewnetrzna a zewnetrzna powierzchnia
Sciany, a stala proporcjonalnosci k charakteryzuje skutecznoéé izolacji cieplnej. Jesli
wartos¢ tego wspélezynnika dla ,golej” Sciany wynosi k1 = 0,8 W/(m?.K), a dla
dodatkowe]j warstwy styropianu — k2 = 0,7 W/(m?.K), to ile jest réwny wspdtczynnik k

C D
O_— O_’_ O O dla $ciany oblozonej dwiema takimi warstwami, od wewnatrz i od zewnatrz?

—_ Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 10/1998
ys. 3 b i .

Przypominamy tresé zadan:
264. a) Dwie kulki poruszaj:
trzeciej kulki niz'-r'nf‘lmn'w_i (rys. 2). Jesli masy kulek sy jednakowe,
a zderzenia — centralne i doskaonale sprezyste, to zwykle

1 sie 2 predkodeia réwna 1 w strone maksymalng predkodé, ktdra moze uzyskad kulka D i zapr
taki ukiad sprezynek miedzy kulkami i taki przebieg l\(J]<JIl rch

zderzeni, aby w ich wyniku kulka [} zostala rozpedzona do tej

jektowad

abserwuje my, ze kulka A sie zatrzyma, a B | C beda po zderzeniu

poruszad sig 2 predkodcia 1. Zalézmy jednak, 2e np. zderzenie kulek
BiC Jmiekkie” n. odbywa sie za podrednictwem niewazkiej
sprezynki, a w trakcie jej ugigcia nastepuje ,twarde” zderzenie kulek
A i B (ktére dotad poru ig w pewne] wzajemne] odleglodei).
Ile wynosi maksymalna prec lkr)au ktéra moze w takim przypadku
uzyskaé kulka C7

b} Dla ¢ -ech _]<.‘-'.l11u!-:r.\\'.\-'r:h kulek, z ktérych poczatkowo dwie

spoczywaly, a dwie poruszaly sie 2 predkoscia 1 (rys. 3) obliczyé
264. a) Oznaczmy predkosci kulek po ustaniu ich wzajemnego
oddzialywania przez v4, vg i ve. Z zasad zachowania pedu
1 energii mamy

va+vg+ve =2, v;‘;-{—vQB{-ué:?.
Nietrudno wykazaé, ze maksymalna wartoéé v, ktdra jest
zgodna z tymi réwnaniami, wynosi 4/3 (wtedy vy = vg = 1/3).
Taka predkosé uzyska kulka C', jesli zderzenie A z B nastapi
w chwili, gdy sprezynka zmmiejszy predkodé B do wartosci 1/3
(a predkosé C' wzroénie do 2/3). Wiedy bowiem A i B wymienia
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predkosel

265. Cewka czulego galwanometru jest zawieszona na nici
kwarcowe] majacej wlasciwoéel spr kat obrotu jest
proporcjonalny do momentu sily, a stz \ld propo nalnoéci wynosi
0,89 - 107! Nm/rad. Na ‘sknt: -k [1ukr1| ac)l cinienie
(preypadkowych niewiel ] iy

a drednia kwadratowa w.

1 <J<1<:h_v]<’1‘,i:'1 n:l polo%(‘mzl

drodkowego wynosi 2,14 - 107 * rad. Obliczyé temperature powietrza.

sig¢ predkosciami, a w wyniku ,dopchniecia” sprezynki kulka ¢
ulegnie rozpedzeniu do obliczonej predkosci 4/3.

b) Maksymalna wartodcia vp jest (1 4+ \/5),’2 72 1,366, a jej
osiagnigcie wymaga, aby pozostale trzy kulki poruszaly sig

z jednakowa predkoscia v = (1 — 1/v/3)/2 = 0,211. Aby tak

si¢ stalo, zderzenie powinno przebiegaé¢ wedlug nastepujacego
schematu: najpierw ,miekko” zderzaja sie érodkowe kulki B i C;
gdy B osiagnie predkodé v, nastepuje ,twarde” zderzenie 4 z B;
sprezynka miedzy B a C ulega rozprostowaniu, a te kulki



oddalaja sie od siebie; rozpoczyna sie ,bardzo mieckkie” zderzenie
C z D; w momencie, gdy C zwalnia do predkosci v, nastepuje
powtérne zderzenie B z C' (uwaga: zalozenie, ze sprezynka
miedzy C a D jest bardzo miekka, oznacza, ze zderzenie B z C
trwa o wiele krécej i w tym czasie oddzialywanie z D mozna
pominaé); sprezynka miedzy C' a D ulega rozprostowaniu.

1. Soczewke skupiajaca przecieto na pdl i nieco rozsunieto
poldéwki, zaslaniajac szpare nieprzezroczysta przeslona. Narysuj
obraz rzeczywisty przedmiotu o ksztalcie cyfry 1, uzyskany za

pomoca takiego zestawu.

2. Kto$ strzela do Ciebie z pistoletu. Mozesz oslonié sie deska,
ktéra jednak pocisk przebija. Co lepiej: a) treymac deske

265. Energia sprezystosci nici jest dana wyrazeniem %’Yor?,
gdzie v — stala sprezystosci. Z drugiej strony zgodnie z prawami
fizyki statystycznej (zasada ekwipartycji energii) érednia wartosé
tej energii wynosi %kT, gdzie k — stala Boltzmanna, réwna

1,38 -10~23 J/K. Przyréwnujac oba wyrazenia znajdujemy
T=295'K =22%C.

Jedna z imprez II Festiwalu Nauki w Warszawie we wrzeéniu zesztego roku byt
Turniej Rozwiazywania Zadan z Fizyki, bedacy w pewnym stopniu przedluzeniem
ligi zadaniowej Klubu 44F. Sposréd nazwisk znanych z czoléwki ligowej pojawili
si¢ (specjalnie zaproszeni) Andrzej Idzik i Marek Wéjcicki; ponadto przybyl
poczatkujacy w lidze Tomasz Rudny. Pierwsze trzy miejsca zajeli kolejno:

A, Idzik, T. Rudny i Pawel Bajurko, a pierwsi dwaj wygrali nagrody w postaci
elektronicznych miernikéw uniwersalnych. Oto niektére z zadaf turniejowych
(rozwiazan nie podajemy, zeby nie psué Czytelnikom zabawy):

3. Czy energie mozna spali¢? Brzmi to niedorzecznie, ale. ..
rozwazmy taka sytuacje. Zakladajac obdz u podndéza gory,
zebraliémy wiazke chrustu, potem jednak zdecydowaliémy sie
przeniesé obdz na szczyt géry i niesiemy tam przygotowany
chrust. Gdy go spalimy, zniknie tez energia grawitacyjna
chrustu. Gdzie si¢ ona podzieje? (Pomysl zadania zostal
sciagnigty z Kwanta sprzed okolo 20 lat.)

nieruchomo, b) w chwili strzalu wykona¢ gwaltowny ruch,

szybko odsuwajac ja od siebie, c) szybko zblizaé¢ ja do siebie,

d) nie ma to znaczenia?

Rozszerzona czoldwka ligi zadaniowej

Klub 44 F
po 261 zadaniach
Jarostaw Lazuka = Warszawa  1- 34,24
Marek Wiajeicki — Bzezecin 32,15
Tomass Wietecha — Tarndw 2. 26,49
Andrzej Nowogrodzki — Chociandéw 1- 25,64
Artur Gawryszczak — Dubeczno 1- 16,69
Aleksander Surma ~ Myszkdw 3- 15,46
Artur Arciszewski - Kielce 11,01
Andrzej ldzik - Boleslawiec 2- 10,15
Jacek Konieczny — Poznan B,65

Lista obejmuje uczestnikdw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 1996-1998 oraz
majg w biezacej rundzie na swoim koncie
co najmniej 8 punktéw. Cyfra przed
kresks wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Jak sie okazalo, p. Wéjeicki rozpoczal
swa dziatalnoéé w lidze fizycane)

juz na poczatku 1985 roku, po czym
przerwal ja na prawie 13 lat. Jest to

z pewnoscig rekordowo dluga przerwa
w ciggu istnienia Ligi — tym bardziej
cleszymy sie z powrotu! Niestety,
podczas przekazywania dokumentacji
od poprzednio prowadzacego lige,

p. Nadolnego, niektére dane o uzyskanych
wowezas punktach zostaly utracone.
Prosimy o wybaczenie!

Pozostali cztonkowie Klubu 44F
{alfabetycznie; liczby w nawiasach
oznaczaja wielokrotnosé przekroczenia
44 punktdw):

. Bala (3), A. Borowski (1),

. Gadzinski (1), A. Gluza (1),

. Gworys (3), W. Kacprzak (1),

. Lipkowski (2}, D. Lipniacki (3),
. Mikielewicz (1), L. Motyka (1),
. Musial (1), P. Perkowski (2),

. Rawlik (1), R. Repucha (1),

- Sikorski (3), J. Stelmach (1),

. Szalast (1), P. Wach (1).

(st =T - B R - e

4. Ocen orientacyjnie prace wykonana przez miednie czlowieka
przy zabiciu komara reka. Uzasadnij dane wprowadzane do
obliczen i podaj konkretny wynik liczbowy.

Jak co roku, przeglad rozwiazai przystanych przez Czytelnikéw nasunal pewne
dodatkowe uwagi:

Zadanie 243 [Drgania w rozgalezionym obwodzie LC] (wspélezynnik trudnosci
WT'=3,00; liczba poprawnych rozwiazan L P R=2). Bezbledne wyniki przedstawili

A. Idzik oraz T. Wietecha, ktéry zauwazyl przy tym, ze problem zostal rozpatrzony
w rozdziale I podrgcznika Fale Crawforda. Rozwiazanie naszego zadania wymagalo
tylko pewnych uzupelniei.

Zadanie 245 [Zamkniecie klucza w obwodzie z zaréweczkami] (WT'=2,54; L PR=6).
Chociaz rozwiazania A. Arciszewskiego, P. Gadziniskiego, A. Idzika, A. Surmy,
T. Wietechy i M. Wéjeickiego zostaly ocenione powyzej 0,5, to jednak wszystkie
sa obarczone wada polegajaca na przyjeciu zalozenia, ze opdr zaréweczek jest staly. Ze
wzgledu na nieliniowo$é zaréweczek lepiej tego zalozenia unikaé.

Zadanie 246 [Trzy walce ulozone w piramide, obliczyé wspélczynniki tarcia)
(WT'=1,25; LPR=5). Jak zwrdcili uwage niektdrzy Czytelnicy, zadanie to bylo
kiedy$ na Olimpiadzie Fizycznej, czego autor nie pamietal. Bezbledne rozwiazania
— A. Arciszewski, A. Idzik, T. Rudny, T. Wietecha i M. Wéjcicki.

Zadanie 251 [Oéwietlenie réznych punktéw powierzchni Ziemi w czasie zaémienia
Stoiica] (WT'=3,00; LPR=1). Przyjete we wzorcowym rozwiazaniu zalozenie,

ze krzywizne powierzchni Ziemi mozna pominaé, okazalo sie niedobre — wynikalo

z niego, ze szukany stosunek natezeii o§wietlenia wynosi 0,61, podczas gdy wedlug
écistych obliczefn A. Idzika poprawna wartoscia bylo 0,73. Gdyby to p. Idzik
wystawial oceny, trudno byloby mi liczyé na wiecej niz polowe punktéw! Cale
szczescie, ze na razie prowadzacy Lige punktuje prace Czytelnikéw, a nie na odwrdt. ..

Zadanie 256 [Sila wywierana przez strumien czastek na kule pochlaniajaca je lub
odbijajaca] (WT=2,02; LPR=4). W zasadzie rozwigzanie wymagalo calkowania,

co wykonali bezblednie A. Idzik i M. Wdjcicki oraz z pewna niedokladnoécia

J. Lazuka. Na szczegdlna uwage zasluguje praca G. Milosia (ucznia szkoly
podstawowej!), ktéry rozwiazujac zadanie, poniekad ,wynalazl” rachunek catkowy,
tzn. zastapil catke po powierzchni przekroju kuli suma duzej liczby sktadnikéw. Mimo
ostatecznie blednego wniosku nalezy pogratulowaé umiejetnosci!

Zadanie 259 [Luneta z trzech jednakowych soczewek] (W7'=3,01; LPR=2). Lunety
przeksztalcaja réwnolegla wiazke Swiatla w wiazke takze réwnolegla, biegnaca

pod wigkszym katem do osi. Ta podstawowa wlasciwoéé okazala sie nieznana

czesci Czytelnikéw — moze nalezato dodaé w tresci odpowiednia wskazéwke? Dobre
rozwiazania — A. Idziki J. Eazuka.

Zadanie 260 [Zespél filtréw obraca plaszczyzne polaryzacji] (WT=2,43; LPR=4). We
wzorcowym rozwiazaniu brakowalo uzasadnienia, dlaczego katy pomiedzy kolejnymi
filtrami powinny by¢é jednakowe. Czytelnicy — m.in. A. Idzik, J. Lazuka, G. Milos
i A. Nowogrodzki - okazali si¢ na ogél staranniejsi.
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