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Nowinki z czasów Hannibala

Nie kazdy wie, ze dla kazdej liczby naturalnej n

12 22 32 2 _ n(n+ 1)(2n+ 1)
+ + + ... +n- 6 .

Ten, kto jak Archimedes wie, moze obliczyc pole, ograniczone jednym

zwojem spirali ... Archimedesa.

Wzór, od którego zaczelismy, uzasadnia

sie oczywiscie indukcyjnie, czyli tak:

dla n = l prawa strona jest równa l,

czyli jest równa lewej; jesli z kolei wzór

jest dobry dla jakiegos k, to obliczamy,

cobedziedla(k+1): S' l A h' d t' t 'b' l l'
) pIra a rc Ime esa pows aje w en sp oso , ze pun <t ezacy na

k(k+1)(2k+1 (k)2 'd .. b . "( Id kG) 'l .6 + + l = je nostajme o racajacej SIe wzg e em swego poczat u po prostej

k(2k + l) + 6(k + l) jednostajnie oddala sie od G. Czyli jego odleglosc od G jest równa a ' <.p,

= (k + l) 6 = gdzie a jest pewna stala, <.p zas jest katem, o który pólprosta zdazyla sie

= k + l (2k2 + 7k + 6) = obrócic (katy bedziemy mierzyli w mierze lukowej). Podzielmy kat pelny

k ~ l (równy 27r) na n równych czesci i zaznaczmy ich brzegi 'na spirali. Przez
= -6-(k + 2)(2k+ 3) = kazdy punkt podzialu poprowadzmy w obu sektorach, które do niego

(k + l)((k + l) + 1)(2(k + l) + l) dotykaja, luk okregu o srodku w G. Jesli zliczymy pola tych wycinków

6 ' okregu, które sa ograniczone przez luki lezace na zewnatrz spirali, to
co oznacza ze wzór jest prawdziwy , .. l' . d ' .
, dl ' 'l' b 'otrzymamy gorne ogramczeme po a ogramczonego przez je en ZWOj
l a nastepnej lCZ y, a tym samym , 2
dla wszystkich liczb naturalnych od l spirali. Pole takiego wycinka to jedna n-ta kola o promieniu a, k2,gdzie, n
poczynajac, k b d' kl' , 1 2 . dL' b d .e Zle Oejno rowne , , ... az O n. aczme e Zle to

Zauwazmy jednak, ze takie same wycinki kola, tylko

ograniczone lukami lezacymi wewnatrz spirali, daja

dolne ograniczenie pola. Jest ich tylko o jeden (ten

najwiekszy) mniej. Zatem by to ograniczenie obliczyc,

nalezy przeprowadzic podobny rachunek, sumujac

o jeden wyraz mniej. Wyjdzie

3 2(1 1 1)47r a '3 - 2n + 6n2 .

Do zakonczenia rozwazan trzeba tylko zauwazyc, ze gdy

bedziemy powiekszali n, obie uzyskane liczby beda

z dowolna, coraz wieksza dokladnoscia przyblizac z góry

i z dolu liczbe
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która wobec tego jest wartoscia poszukiwanego pola

ograniczonego jednym zwojem spirali Archimedesa.

Nie watpie, ze teraz kazdy juz potrafi obliczyc pole ograniczone dowolna

(równiez niecalkowita), choc jednak wymierna liczba zwojów tej spirali.
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