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TWIERDZENIE: Jezeli f jest klasy CI (lF.) oraz f(O) = O,
to
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fel) = f'(l).

Dowód: Z twierdzenia Lagrange'a, zastosowanego do
przedzialu (O, x), mamy

("') f(x) - f(O) = f(x) = J'(c),
x - O x .

skad

(.) f(x) = xf'(c).

Rózniczkujac równosc (.) wzgledem x, otrzymujemy

(<7) J'(x) = f'Cc).

Polaczenie ("') i (<7) daje lJ.fl = f'(x), skad po
podstawieniu x = 1 otrzymujemy (O).

(O)

ze chcesz mnie naciagnac.
- Co ty, Bazyli? Ja ciebie? Chcialem tylko pograc. Mozemy
zmienic zasady na twoja korzysc.
- Jak?
- Zamiast 2 zlote za rozgrywke, bedziesz mi placil 3 zlote.
- Co ty? Wariata ze mnie robisz? To mi sie jeszcze mniej
oplaca.
- Przelicz!
- A co tu liczyc? Przy 2 zlotych oplaty tracilem 75 groszy,
a jak mam wiecej placic, to strace jeszcze wiecej.
- Przelicz!
- Ale...
- Przelicz!
- No dobra, dobra. Zaraz ci wylicze, na ile chciales
mnie naciagnac. W poprzednim wzorze zmieniamy
-2 na -3 i wychodzi ... wychodzi ... eee ... jeszcze
sprawdze ... wychodzi, ze srednio wygram od ciebie
75 groszy w kazdej rozgrywce ...
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Ambrozy proponuje Bazylemu nastepnjaca, gre:
- Za rozgrywke placisz mi na poczatku 2 zlote. Nastepnie
rzucasz kostka do gry, i jesli nie wyrzucisz szóstki, ja place
ci tyle zlotych, ile oczek wypadlo.
- A jesli wyrzuce szóstke?
- Powtarzamy rozgrywke od poczatku z dziesieciokrotna
stawka·
- To znaczy, ze do tych 2 zlotych musze ci dolozyc 20?
- Tak, ale ja ci zaplace 10 zlotych za kazde oczko
wyrzucone w drugim rzucie.
- A jak znowu bedzie szóstka?
- To znowu zdziesieciokrotniamy stawke i zaczynamy od
poczatku.
- Zaraz, zaraz. To po dwóch szóstkach jestem 222 zlote do
tylu?
- Niezupelnie. Ja ci zaplace 100 zlotych za kazde oczko
wyrzucone w trzecim rzucie. O ile oczywiscie nie wyrzucisz
trzeciej szóstki, bo wtedy gra toczy sie dalej.
- Wiem, wiem.
- To co, grasz?
- Mnsze to sobie przekalkulowac. Jesli w jest wartoscia
oczekiwana mojej wygranej, to
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w = -2 + - + - + - + - + - + -
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skad w = -0,75, czyli na kazdej rozgrywce strace srednio
75 groszy. Oj Ambrozy, Ambrozy. Od razu podejrzewalem,
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Rubryka adresowana jest do uczniów. Wyniki uzyskane w najlepszych pracach zostana omówione w Gammalimatiasie.
Najlepsze prace wezma udzial w Konkursie Uczniowskich Prac z Matematyki.

TOZSAMOSCI W TRÓJKACIE PASCALA
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Jakie znacie tozsamosci uzywajace wyrazów trójkata
Pascala? Na pewno nastepujace:

(1) C)+C:J=(::~)

(2) (~)+(7)+(~)++(:)=2n

(3) (~) (7)+(~)-+(-1)n(:)=0

( ) (n) n (n) n l (n) n 2 2 (n) n ( )n4 O X + 1 x-y+ 2 x-y+ ... + n Y =X+Y

Równosc (1) lezy u podstaw dowodów indukcyjnych
ciekawych tozsamosci (jak np. (2) i (3)), podczas gdy (4)
moze byc uzyte do nieco sprytniejszych rozumowali.. Na
przyklad (2) i (3) otrzymujemy z (4), biorac x = 1 i Y = ±1.

Oczywiscie, na tym nie koniec.' Trójkat Pascala kryje w sobie
niezliczone bogactwo rozmaitych zaleznosci. Zadanie dla Was:
wygrzebac z tego bogactwa jak najwiecej. Oto przyklady:

Czym jest C) + 2 (;) + 3 (';) + ... + n C) ?

W skazówka: Zrózniczkuj (4) wzgledem x.

Czym sa - (7) +2 (;) -3 (';) + ... +(-ltn C)

i (7)+8(;)+27(;)+ ... +n3(::)?

Stosujac (4), mozna obliczyc (~) + (;) + (:) + ...
Wystarczy rozwazyc liczbe

l ((1 + lt + (1 + a)" + (1 + 0'2)"), gdzie o' = -ltv'3·

(n) (n-l) (12-2)A czemu jest równa suma O + 1 + 2 + ... ?

Czekamy na opracowania tych i innych znalezionych przez
Was tozsamosci.

Prace prosimy przesylac pod adresem Gammalimatiasu
do 31 marca 1999 1". Autorów prosimy o podanie imienia,
nazwiska, adresu prywatnego, klasy oraz nazwy i adresu
szkoly. Prosimy o zaznaczenie, czy praca byla pisana pod
kierunkiem opiekuna - jesli tak, prosimy o podanie jego
imienia, nazwiska i adresu.
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