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W biezacym roku szkolnym odbywa sie w naszym

kraju XXV Olimpiada Matematyczna. Mial wiec

byc artykul "na zamówienie" . Powstalo cos, co od

biedy mogloby sie nadawac na 26 rocznice. Trudnym

i waznym obowiazkiem Komitetu Glównego Olimpiady

Matematycznej jest wybór zadan na zawody.

Proponowane zadanie nie moze byc znane, np. wziete

z jakiegos dostepnego zbioru zadan; nie moze byc

ani za latwe, ani za trudne; powinno posiadac kilka

róznych rozwiazan, które dadza sie zredagowac jak

naj krócej . Wreszcie do zrozumienia i do rozwiazania

zadania powinna wystarczac znajomosc matematyki

w zakresie programu szkoly sredniej; a najlepiej,

gdy zadanie nie wymaga zadnej wiedzy szkolnej,

tak ze jest ono jednakowo dostepne i dla ucznia

szkoly podstawowej, i dla czlonka rzeczywistego

Polskiej Akademii Nauk. Podobnie, jak nie spotyka sie

w zyciu idealnych ludzi i przedmiotów, tak tez nie ma

prawdopodobnie idealnych zadan. Opowiem historie

zwiazana z pewnym zadaniem bliskim idealnego,

gdyby nie to, ze okazalo sie ono troche za trudne.

W 1950 roku, jako student I roku matematyki,

przeczytalem w czasopismie Matiematika w Szkole

sprawozdanie z XIII Moskiewskiej Olimpiady

Matematycznej. Jedno z zadan finalowych brzmialo:

"Liczby od l do 101 wypisano w dowolnym porzadku.

Udowodnic, ze mozna z tych 101 liczb wykreslic 90

tak, aby pozostalych 11 tworzylo ciag monotoniczny,

tzn. albo ciag malejacy, albo rosnacy".

Rozwiazania nie podano. Ze sprawozdania wynikalo,

ze zadanie to rozwiazal tylko jeden uczestnik zawodów.

Dla kilku moich kolegów z pierwszego roku

matematyki i dla mnie oznaczalo to wyzwanie. My

tez potrafimy rozwiazac to zadanie. Niestety, checi

nie wystarcza. Mimo usilnych rozmyslan, a nastepnie

zbiorowych dyskusji i dzielenia sie doswiadczeniem

upragniony pomysl nie przychodzil i zadanie pozostalo

nie rozwiazane nie tylko w ciagu kilku godzin

(tj. czasu przeznaczonego na rozwiazanie w czasie

zawodów), ale tez wiele dni i tygodni. Stwierdzilismy

jedynie, ze liczby 101 nie mozna zastapic zadna liczba

mniejsza, gdyz np. ciag 100 liczb

91,92, ... ,99,100,81,82, ... ,89,90, ... , 1,2, ... ,9,10

nie zawiera podciagu monotonicznego skladajacego sie

z wiecej niz 10 wyrazów (dlaczego? - porównaj dalej

rozwiazanie I (3)). Ktos zauwazyl jednak, ze zadanie

mozna prawdopodobnie uogólnic na dowolne liczby

naturalne postaci n2 + 1. Sprawdzilismy, ze tak jest

dla liczby 5 = 22 + l i liczby 10 = 32 + 1. Dla ciagów

siedemnastowyrazowych 17 = 42 + l zgubilismy sie

w rachunkach. Zaczelismy opowiadac o zadaniu "o stu

jeden liczbach" rozmaitym ludziom. Miedzy innymi

napisalem list do Poznania do kolegi X, laureata

I Olimpiady Matematycznej, a jeden z moich
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kolegów zaznajomil z trescia zadania nieodzalowanego

profesora Stefana Kulczyckiego (1893-1960). Oba te

kontakty daly pozadany efekt. Z Poznania przyszedl

list zaczynajacy sie od slów:

Drogi Olku!

Nie dziwie sie, ze zadanie o stu jeden liczbach rozwiazal

w Moskwie tylko jeden zawodnik, a wy w Warszawie

nie potrafiliscie go zrobic, skoro ja zuzylem na

rozwiazanie pelne szesc godzin.

Ten dowód skromnosci autora byl jednak poparty

pieknym, choc skomplikowanym, rozwiazaniem

zadania, niewiele rózniacym sie od rozwiazania

przyslanego nam równoczesnie przez profesora

Kulczyckiego.

Rozwiazanie I (kolegi X)

Udowodnimy indukcyjnie, ze dla kazdej liczby

naturalnej n, z dowolnego ciagu n2 + l róznych

liczb naturalnych, mozna wykreslic n2 - n liczb tak,

ze pozostale n + l liczb tworzy ciag monotoniczny.

Dla n = l jest to oczywiste. Zalózmy prawdziwosc

hipotezy indukcyjnej dla pewnego k 2': l i niech

al, a2, ... , a(k+l)'+l bedzie dowolnym ciagiem róznych

liczb naturalnych. Nalezy pokazac, ze ciag ten

zawiera (k + 2)-wyrazowy podciag monotoniczny.

N a mocy zalozenia indukcyjnego wsród liczb

al, a2, ... , ap+l istnieja liczby an1, an1, ... , an1 ,1 2 k+l

d· l l l .g Zle nI < n2 < ... < nk+l, tworzace Ciag

monotoniczny. Niech aS1 bedzie najwieksza z liczb

an1, an1, ... , an1 . Rozpatrzmy ciag al, a2, ... , ak'+2l' k+1

z wykreslonym wyrazem as l' tzn. ciag h, b2, ... , bk'+l,

gdzie bi = az dla i < SI oraz bi = ai+l dla i 2': SI·

Stosujac powtórnie zalozenie indukcyjne, znajdujemy

ciag monotoniczny an" an" ... , an, i oznaczamy1 2 k+l

przez as, jego najwiekszy wyraz. Ponownie stosujemy

zalozenie indukcyjne do ciagu al, a2, ... , ap+3

z wykreslonymi wyrazami aS1 oraz as, i wyznaczamy

aS3 itd. Poniewaz (k + 1)2 + 1= k2 + (2k + 2), to

mozemy tak postepowac 2k + 2 razy. Otrzymujemy

w ten sposób 2k + 2 róznych liczb aS1, as" ... , aS'k+"

W zaleznosci od tego, czy sa one koncowymi wyrazami

ciagów rosnacych o dlugosci k + l, czy tez pierwszymi

wyrazami ciagów malejacych o dlugosci k + l,

zaliczamy je do pierwszej badz do drugiej grupy. Niech

do pierwszej grupy naleza liczby Al, A2, ... , Ag, zas do

drugiej Bl, B2, ... , B2k+2-g, przy czym numerujemy

je w ramach kazdej grupy w takiej samej kolejnosci,

w jakiej wystepuja w ciagu al, a2, ... , a(k+1)2+1'

Rozpatrzymy teraz kilka przypadków.

(l) Ciag Al, A2"'" Ag nie jest malejacy, tzn. istnieje

taki wskaznik t, ze At < At+l' Niech At = an' , zask+1

At+l = anT . Wówczas ciag an' , ... , an' , anTk+1 1 k+1 k+1

jest podciagiem rosnacym ciagu al,a2,·· .,a(k+l)'+l

zlozonym z (k+2) wyrazów.



(2) Ciag Bl, B2, ... , B2k+2- q nie jest rosnacy. Analogiczne rozumowanie j ak w (1) prowadzi do konstrukcji

(k + 2)-wyrazowego podciagu malejacego ciagu al, a2,···, a(k+l)2+l'

(3) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz q i k + 1. Wówczas szukanym monotonicznym (k+2)-wyrazowym podciagiem

jest albo ciag Al, A2,"" Ak+2 - gdy q 2: k + 2, albo ciag Bl, B2' .. " Bk+2 - gdy q ::; k.

(4) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz q = k + 1. Rozpatrzmy podprzypadki:

(4a) Istnieje taki wskaznik t, ze Bt = anp wystepuje w ciagu al, a2, ... , a(k+l)2+l po wyrazie Al = ann ,
1 k+l

tzn. n~+l < nf· Wówczas, jesli Al > Bt, to szukanym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest malejacy ciag

ann , anp, anp, ... , anp , jesli zas Al < Bt, to szukanym ciagiem jest ciag rosnacy ann, ann, ... , ann , anP.
k+l l 2 k+l 1 2 k+l 1

(4b) Nie zachodzi (4a). Wówczas wyrazy obu grup razem wystepuja w ciagu al, a2, ... , a(k+1)2+l w nastepujacej
kolejnosci:

Bl, B2, , Bk+l, Al, A2, ... , Ak+l i szukanym monotonicznym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest albo ciag rosnacy

Bl, B2, , Bk+l, Al, gdy Bk+l < Al, albo ciag malejacy Bk+1, Al, A2, ... , Ak+l - gdy Bk+l > Al .

• • •

Pokazalismy wiec, ze z zalozenia indukcyjnego wynika,

iz w kazdym przypadku z ciagu al, a2,· .. , a(k+l)2+1

mozna wybrac podciag monotoniczny zlozony

z (k + 2) wyrazów. _

Rozwiazanie profesora Kulczyckiego róznilo sie od

wyzej przytoczonego tym, ze najpierw wykreslalo

sie najwiekszy wyraz ciagu al,a2,·· .,a(k+l)2+1'

a nastepnie - jak w dowodzie kolegi X - stosowalo

sie (2k + 1) razy zalozenie indukcyjne dla wybrania

(2k + 1) najwiekszych wyrazów pewnych ciagów

monotonicznych (k + l)-wyrazowych i dalej

przeprowadzalo sie analogiczna dyskusje (jak?).
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Na tym konczy sie pierwsza czesc opowiadania. Tych,

którzy "wysiedli" przy czytaniu I rozwiazania, pragne

pocieszyc: nie jest ono konieczne do zrozumienia

reszty. Dyskutujac nad pierwszym rozwiazaniem,

doszlismy do wniosku, ze jest ono za trudne, aby

organizatorzy Moskiewskiej Olimpiady, znajac

jedynie to rozwiazanie, zdecydowali sie wybrac

zadanie o stu jeden liczbach na zawody. Musialo wiec

istniec inne, prostsze rozwiazanie. Istotnie tak bylo.

W maju 1951 roku póznym wieczorem, po wykladzie

z propedeutyki filozofii, kolega Stefan Rolewicz

oznajmil nam, ze wlasnie na tym wykladzie znalazl



nowe rozwiazanie. Rozwiazanie Stefana Rolewicza,

obecnego kierownika Zakladu Analizy Matematycznej

Instytutu Matematyki Polskiej Akademii Nauk,

nie róznilo sie istotnie od rozwiazania autorów

zadania. Moglismy sie o tym przekonac, gdy

wkrótce potem dotarla do Warszawy ksiazka

D.O. Szkolskiego, G.M. Adelsona Welskiego,

N.N. Czencowa, A.M. Jagloma, LM. Jagloma

Izbrannyje zadaczi i tieoriemy elementarnoj

matiematiki. Czast' 1. AriJmietika i algebra, Moskwa

1950 (patrz str. 117-118).

Rozwiazanie II (autorów i S. Rolewicza)

Niech a~l) - pierwsza (pierwsza z lewej) z wypisanych

liczb, a~l) - pierwsza z pozostalych liczb, wieksza niz

a~l), a~l) - pierwsza z liczb wystepujacych po a~l),

wieksza niz a~l), itd. W ten sposób wybieramy ciag
. (l) (l) (l)

rosnacy hczb al , a2 , ... , ai, .

Jezeli il > 10, to postepowanie nasze jest zakonczone.

Jezeli il ::; 10, to wykreslamy wszystkie juz wybrane

liczby, zas z pozostalych (101 - il) liczb wybieramy

dokladnie w taki sam sposób nowy ciag rosnacy
(2) (2) (2)

al ,a2 , ... , ai2 .

Kontynuujac to postepowanie, wybierzemy z naszego

ciagu 101 liczb pewna ilosc rozlacznych ciagów

rosnacych. Jezeli choc jeden z tych ciagów ma wiecej

niz 10 wyrazów, to znowu postepowanie nasze

jest zakonczone. Zatem nalezy jeszcze rozpatrzyc

przypadek, gdy kazdy z wybranych ciagów ma nie

wiecej niz 10 wyrazów. Poniewaz wyjsciowy ciag

zawiera 101 wyrazów, to w tym przypadku liczba k

wybranych ciagów rosnacych jest nie mniejsza niz 11.

W tym przypadku okreslimy ciag malejacy, który

sklada sie z co najmniej 11 wyrazów.

Ostatnim wyrazem tego ciagu bedzie liczba a~~),

to jest ostatni wyraz ostatniego z wybranych

ciagów rosnacych. Nastepnie wybierzemy liczbe

z przedostatniego z wybranych ciagów, polozona na

lewo od a~~) i najblizsza do a~~). Ta liczba jest wieksza

niz a~~), gdyz w przeciwnym razie w trakcie konstrukcji

przedostatniego z ciagów rosnacych wybralibysmy po

tej liczbie liczbe a~~), podczas gdy w istocie liczba a~~)

znalazla sie w nastepnym z ciagów rosnacych.

Dokladnie w taki sam sposób znajdujemy wyraz

z trzeciego od konca z ciagów rosnacych, lezacy na

lewo od wybranego wyrazu z przedostatniego z ciagów

rosnacych i lezacy naj blizej tego wyrazu itd. W ten

sposób konstruujemy ciag liczb, które rosna, jesli je

rozpatrywac w porzadku od prawej do lewej, tzn. ciag

malejacy. Liczba wyrazów tego ciagu równa sie liczbie

k wybranych wczesniej ciagów rosnacych, a wiec jest

nie mniejsza niz 11 .•

Kto nie zrozumial II rozwiazania, ma jeszcze jedna

szanse. Mniej wiecej dwadziescia lat pózniej kolega
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Andrzej Makowski zakomunikowal mi "prosciutkie"

rozwiazanie zadania o stu jeden liczbach, pochodzace

od znakomitego matematyka wegierskiego, profesora
P. Erd8sa. Oto ono:

Rozwiazanie III (Erd8sa)

Wyrazowi ak ciagu al, a2,"" alOl róznych

liczb naturalnych przyporzadkujemy dwie liczby

naturalne: r(k) oraz m(k), gdzie r(k) jest dlugoscia

(= iloscia wyrazów) naj dluzszego rosnacego ciagu

an" an2, ... , anr(k)' którego ak jest koncem (to znaczy

k = nr(k», zas m( k) jest dlugoscia naj dluzszego

ciagu malejacego, którego ak jest poczatkiem. Nalezy

pokazac, ze dla pewnego k (1 ::; k ::; 101) co najmniej

jedna z liczb r( k) lub m( k) jest 2: 11. Zalózmy, ze tak

nie jest, to znaczy, ze dla kazdego k = 1,2, ... ,101

mamy l ::; r( k) ::; 10 oraz l ::; m( k) ::; 10. Poniewaz

róznych par liczb naturalnych::; 10 jest 100, wiec

istnieja wskazniki s oraz t, takie, ze l ::; s < t ::; 101

oraz r(s) = r(t) i m(s) = m(t). Ale jesli as < at,

to latwo widac, ze r(s) < r(t), jesli zas as > at, to

m(t) > m(s). (Dlaczego?). Otrzymana sprzecznosc

konczy dowód .•

Analizujac rozwiazanie III, dochodzimy do

nastepujacego uogólnienia twierdz,enia o stu jeden
liczbach.

TWIERDZENIE. Dany jest ciag al, a2, ... , an róznych

liczb naturalnych. Wówczas m . r 2: n, gdzie m jest

dlugoscia najdluzszego malejacego podciagu ciagu

al, a2, ... , an, zas r - dlugoscia najdluzszego rosnacego

podciagu tego ciagu.

Nie wiem, czy fakt ten mozna udowodnic, stosujac

metody rozwiazan I lub II.

Nastepujace twierdzenie, pochodzace od jednego

z najwybitniejszych polskich matematyków,

Waclawa Sierpinskiego (1882-1969), mozna uznac

za analog dla ciagów nieskonczonych faktu, ze kazdy

(n2 + l)-wyrazowy ciag zawiera (n + l)-wyrazowy ciag

monotoniczny.

TWIERDZENIE. Z kazdego nieskonczonego ciagu

liczbowego mozna wybrac nieskonczony podciag

monotoniczny.

Proponuje Czytelnikowi zastanowic sie nad dowodem

tego twierdzenia.

Konczac ten artykul, chcialbym jeszcze zwrócic uwage

na fakt, ze nie jest rzecza latwa ocenic a priori stopien

trudnosci jakiegos zadania. Wyjasnie to na przykladzie

zadania o stu jeden liczbach. Sadze, ze gdyby to

zadanie zaproponowano na posiedzeniu naszego

Komitetu Glównego Olimpiady Matematycznej,

znajac jedynie I rozwiazanie, to na pewno by je

odrzucono; gdybysmy znali II rozwiazanie, to byc moze

zakwalifikowalibysmy je na zawody, ale jako zadanie

trudne. Natomiast znajac III rozwiazanie, moglibysmy

zakwalifikowac to zadanie jako srednio trudne.


