Trzy rozwigzania zadania o 101 liczbach (5/1974)

Aleksander PEECZYNSKI

W biezacym roku szkolnym odbywa si¢ w naszym
kraju XXV Olimpiada Matematyczna. Mial wiec

byé artykul ,na zaméwienie”. Powstalo co$, co od
biedy mogloby sie nadawaé na 26 rocznice. Trudnym
i waznym obowiazkiem Komitetu Gléwnego Olimpiady
Matematyczne]j jest wybdr zadan na zawody.
Proponowane zadanie nie moze by¢ znane, np. wzigte
z jakiego$ dostepnego zbioru zadai; nie moze byé

ani za tatwe, ani za trudne; powinno posiada¢ kilka
réznych rozwiazan, ktére dadza sie zredagowaé jak
najkrécej. Wreszcie do zrozumienia i do rozwigzania
zadania powinna wystarczaé¢ znajomos¢ matematyki
w zakresie programu szkoly $redniej; a najlepiej,

gdy zadanie nie wymaga zadnej wiedzy szkolnej,

tak ze jest ono jednakowo dostepne i dla ucznia
szkoly podstawowej, i dla czlonka rzeczywistego
Polskiej Akademii Nauk. Podobnie, jak nie spotyka si¢
w zyeiu idealnych ludzi i przedmiotéw, tak tez nie ma
prawdopodobnie idealnych zadai. Opowiem historig
zwiazang z pewnym zadaniem bliskim idealnego,
gdyby nie to, ze okazalo sie ono trochg za trudne.

W 1950 roku, jako student I roku matematyki,
przeczytatem w czasopi$mie Matiematika w Szkole
sprawozdanie z XIII Moskiewskiej Olimpiady
Matematycznej. Jedno z zadan finatlowych brzmiato:
,Liczby od 1 do 101 wypisano w dowolnym porzadku.
Udowodnié, ze mozna z tych 101 liczb wykresli¢ 90
tak, aby pozostalych 11 tworzylo ciagg monotoniczny,
tzn. albo ciag malejacy, albo rosnacy”.

Rozwiazania nie podano. Ze sprawozdania wynikalo,
ze zadanie to rozwiazal tylko jeden ueczestnik zawoddw.

Dla kilku moich kolegéw z pierwszego roku
matematykii dla mnie oznaczalo to wyzwanie. My
tez potrafimy rozwiazaé to zadanie. Niestety, checi
nie wystarcza. Mimo usilnych rozmyslan, a nastepnie
zbiorowych dyskusji i dzielenia sie do$wiadezeniem
upragniony pomysl nie przychodzil i zadanie pozostalo
nie rozwiazane nie tylko w ciagu kilku godzin
(tj. czasu przeznaczonego na rozwiazanie w czasie
zawodéw), ale tez wiele dni i tygodni. Stwierdziliémy
jedynie, ze liczby 101 nie mozna zastapi¢ zadna liczba
mniejsza, gdyz np. ciag 100 liczb

01,92;:.:;99. 100,81, 82,4, 89,790,541, 2,54:79;10
nie zawiera podciagu monotonicznego skladajacego sig
z wiecej niz 10 wyrazéw (dlaczego? — poréwnaj dalej
rozwiazanie I (3)). Kto$ zauwazyl jednak, ze zadanie
mozna prawdopodobnie uogdlnié na dowolne liczby
naturalne postaci n? + 1. Sprawdzilismy, ze tak jest
dla liczby 5 = 22 + 1 i liczby 10 = 32 + 1. Dla ciagéw
siedemnastowyrazowych 17 = 42 + 1 zgubiliémy sie
w rachunkach. ZaczeliSmy opowiadaé o zadaniu 0 stu
jeden liczbach” rozmaitym ludziom. Migdzy innymi
napisatem list do Poznania do kolegi X, laureata
I Olimpiady Matematycznej, a jeden z moich
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kolegéw zaznajomil z treicia zadania nieodzalowanego
profesora Stefana Kulczyckiego (1893-1960). Oba te
kontakty dalty pozadany efekt. Z Poznania przyszed}
list zaczynajacy si¢ od stéw:

Drogi Olku!

Nie dziwie sig, ze zadanie o stu jeden liczbach rozwigzal
w Moskwie tylko jeden zawodnik, a wy w Warszawie
nie potrafiliscie go zrobic, skoro ja zuzylem na
rozwigzanie pelne szesé godzin.

Ten dowéd skromnoéei autora byt jednak poparty
pieknym, choé skomplikowanym, rozwigzaniem
zadania, niewiele réznigcym si¢ od rozwiazania
przystanego nam réwnoczesnie przez profesora
Kulczyckiego.

Rozwigzanie I (kolegi X)

Udowodnimy indukeyjnie, ze dla kazdej liczby
naturalnej n, z dowolnego ciggu n? + 1 réznych

liczb naturalnych, mozna wykreélié n? — n liczb tak,
e pozostate n + 1 liczb tworzy ciag monotoniczny.
Dla n = 1 jest to oczywiste. Zalézmy prawdziwosc
hipotezy indukeyjnej dla pewnego k£ > 11 niech

aj, dz, ..., a(k4+1)24+1 bedzie dowolnym ciggiem réznych
liczb naturalnych. Nalezy pokazad, ze ciag ten
zawiera (k + 2)-wyrazowy podciag monotoniczny.

Na mocy zaloZenia indukcyjnego wéréd liczb
ay,as, ..., a2y istnieja liczby pls@nly .oy lnl
gdzien] <nl<...< ni_ﬂ, tworzace ciag
monotoniczny. Niech a;, bedzie najwieksza z liczb
nls Qnlyiey Gnd - Rozpatrzmy ciag a1, az, ..., ag242

z wykreslonym wyrazem as,, tzn. ciag by, ba, ..., br2qq,
gdzie b; = a; dla ¢ < s1 oraz b; = a;4q dlai > s;.
Stosujac powtornie zatozenie indukceyjne, znajdujemy
ciag monotoniczny Un2, An2y ooy Gn2 1 oznaczamy
przez a,, jego najwiekszy wyraz. Ponownie stosujemy
zalozenie indukeyjne do ciagu aj,as, ..., ag243

z wykreslonymi wyrazami a,, oraz a,, 1 wyznaczamy
a,, itd. Poniewaz (k + 1)? + 1 = k% + (2k + 2), to
mozemy tak postepowaé 2k + 2 razy. Otrzymujemy

w ten sposéb 2k + 2 réznych liczb a,,, a5, ..., G5y
W zaleznosci od tego, czy sa one koricowymi wyrazami
ciggdéw rosnacych o dtugosei k + 1, czy tez pierwszymi
wyrazami ciagéw malejacych o dlugosci k + 1,
zaliczamy je do pierwszej badz do drugiej grupy. Niech
do pierwszej grupy naleza liczby Ai, Ag, ..., Ay, zas do
drugiej By, Ba, ..., Bagja—g, Przy czym numerujemy
je w ramach kazdej grupy w takiej samej kolejnodci,

w jakiej wystepuja w clagu ay, dg, ..., Gkp1)241-
Rozpatrzymy teraz kilka przypadkéw.

(1) Ciag Ay, A, ..., A, nie jest malejacy, tzn. istnieje
taki wskaznik ¢, ze A; < A¢yq. Niech A; = pi s zas
Atp1 = ang Wéwezas ciag apt, .. ., nl, 1 Onl,,
jest podciagiem rosnacym ciagu ay, dz, ..., G(k41)241
zlozonym z (k+2) wyrazéw.



(2) Ciag By, By, ..., Bagya—4 nie jest rosnacy. Analogiczne rozumowanie jak w (1) prowadzi do konstrukeji
(k + 2)-wyrazowego podciaggu malejacego ciagu ay, as, . .., G(k41)241-

(3) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz ¢ # k + 1. Wéwczas szukanym monotonicznym (k+2)-wyrazowym podciagiem
Jest albo cigg A1, As, ..., Ary2 — gdy ¢ > k+ 2, albo ciag By, Ba,..., Byyz —gdy ¢ < k.

(4) Nie zachodzi ani (1), ani (2) oraz ¢ = k + 1. Rozpatrzmy podprzypadki:

(4a) Istnieje taki wskaznik ¢, ze By = an» wystepuje w ciagu ai,as, ..., ¢k 41)241 po wyrazie 4y = a, nk
tzn. n2+1 < nf. Wéwezas, jesli Ay > By, to szukanym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest malejacy cigg
Aph @2y An2y ey And Jjedli zas Ay < By, to szukanym ciagiem jest ciag rosnacy plks Gnks ooy Aph 5 An?.
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(4b) Nie zachodzi (4a). Wéwcezas wyrazy obu grup razem wystepuja w ciagu ay, as, . . ., a(k41)241 W nastepujacej
kolejnosei:
Bi, By, ..., Biy1, A1, Aa, ..., Apq1 1 szukanym monotonicznym (k + 2)-wyrazowym ciagiem jest albo clag rosnacy

Bl, B8 ey Bk-‘,—l; Ai, gdy Bk+1 < Ay, albo Ciq,g malejqcy Bk+1}A1,A2, o .,Ak_|..1 = gdy Bk+1 > A

My
- _‘\‘\
‘-‘5\\ ey
ah : L .ul'n

- . °
Pokazalidmy wiec, ze z zalozenia indukcyjnego wynika, Na tym koriczy sie pierwsza cze$¢ opowiadania. Tych,
iz w kazdym przypadku z ciagu a1, as, ..., a(r41)241 ktorzy ,wysiedli” przy czytaniu I rozwiazania, pragne
mozna wybraé podciag monotoniczny ztozony pocieszy¢: nie jest ono konieczne do zrozumienia
z (k+ 2) wyrazéw. m reszty. Dyskutujac nad pierwszym rozwiazaniem,

doszlismy do wniosku, ze jest ono za trudne, aby

Rozwigzanie profesora Kulezyckiego réznilo sie od A : i g
organizatorzy Moskiewskiej Olimpiady, znajac

wyzej przytoczonego tym, ze najpierw wykreslalto

si¢ najwickszy wyraz ciagu ay, as, . .., aget1y241, jedynifc to rom.viadzanie, zdecydowali si¢ wybraé .

a nastepnie — jak w dowodzie kolegi X - stosowato zadanie o stu jeden liczbach na zawody. Musiato wiec
si¢ (2k + 1) razy zalozenie indukcyjne dla wybrania istnie¢ inne, prostsze rozwiazanie. Istotnie tak byto.
(2k + 1) najwigkszych wyrazéw pewnych ciagéw W maju 1951 roku péznym wieczorem, po wykladzie
monotonicznych (k + 1)-wyrazowych i dalej z propedeutyki filozofii, kolega Stefan Rolewicz
przeprowadzalo sie analogiczna dyskusje (jak?). oznajmil nam, ze wlaénie na tym wykladzie znalaz}
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nowe rozwiazanie. Rozwiazanie Stefana Rolewicza,
obecnego kierownika Zakladu Analizy Matematycznej
Instytutu Matematyki Polskiej Akademii Nauk,

nie réznilo sie istotnie od rozwiazania autoréw
zadania. Mogliémy sie o tym przekonaé, gdy
wkrétce potem dotarta do Warszawy ksigzka

D.O. Szkolskiego, G.M. Adelsona Welskiego,

N.N. Czencowa, A.M. Jagloma, .M. Jagloma
Izbrannyje zadaczi i tieoriemy elementarnog
matiematiki. Czast’ 1. Arifmietika i algebra, Moskwa
1950 (patrz str. 117-118).

Rozwigzanie II (autoréw i S. Rolewicza)

Niech a‘il) — pierwsza (pierwsza z lewej) z wypisanych
;” — pierwsza z pozostatych liczb, wieksza niz
a(ll), ag) — pierwsza z liczb wystepujacych po agl),
wieksza niz agl), itd. W ten sposéb wybieramy ciag
(1 (1) (1)
LS

liczb, a

rosnacy liczb a

Jezeli i; > 10, to postepowanie nasze jest zakornczone.
Jezeli i; < 10, to wykreslamy wszystkie juz wybrane
liczby, za$ z pozostalych (101 — 4;) liezb wybieramy
dokladnie w taki sam sposdb nowy ciag rosnacy
ﬂ(z) {1(2) Ll ﬂ.(vz).

11825084,
Kontynuujac to postepowanie, wybierzemy z naszego
ciggu 101 liczb pewna ilo$é roztacznych ciagéw
rosnacych. Jezeli choé jeden z tych ciagéw ma wigcej
niz 10 wyrazéw, to znowu postepowanie nasze
jest zakonczone. Zatem nalezy jeszcze rozpatrzyc
przypadek, gdy kazdy z wybranych ciggéw ma nie
wiecej niz 10 wyrazéw. Poniewaz wyjSciowy ciag
zawiera 101 wyrazéw, to w tym przypadku liczba k
wybranych ciagéw rosnacych jest nie mniejsza niz 11.
W tym przypadku okreslimy ciag malejacy, ktéry
sktada sie z co najmniej 11 wyrazow,
Ostatnim wyrazem tego ciagu bedzie liczba agf),
to jest ostatni wyraz ostatniego z wybranych
ciagéw rosnacych. Nastepnie wybierzemy liczbe
z przedostatniego z wybranych ciggéw, polozona na
lewo od a'*) i najblizsza do a{. Ta liczba jest wicksza

gf), gdyz w przeciwnym razie w trakcie konstrukeji
przedostatniego z ciagdw rosnacych wybralibysmy po

(k) (k)

tej liczbie liczbe a;,”, podczas gdy w istocie liczba a;,

znalazta si¢ w nastepnym z ciagéw rosnacych.

nz a

Dokladnie w taki sam sposéb znajdujemy wyraz

z trzeciego od konca z ciagdw rosnacych, lezacy na
lewo od wybranego wyrazu z przedostatniego z ciggdw
rosnacych i lezacy najblizej tego wyrazu itd. W ten
sposéb konstruujemy ciag liczb, ktére rosna, jesli je
rozpatrywaé w porzadku od prawej do lewej, tzn. ciag
malejacy. Liczba wyrazow tego ciagu réwna sie liezbie
k wybranych wezeéniej ciagéw rosnacych, a wiec jest
nie mniejsza niz 11. m

Kto nie zrozumial I rozwiazania, ma jeszcze jedna
szanse. Mniej wiece] dwadziedcia lat pdiniej kolega
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Andrzej Makowski zakomunikowal mi ,prosciutkie”
rozwiazanie zadania o stu jeden liczbach, pochodzace
od znakomitego matematyka wegierskiego, profesora
P. Erddsa. Oto ono:

Rozwigzanie III (Erd&sa

Wyrazowi aj ciagu ag,ag,...,ajp; roznych

liczb naturalnych przyporzadkujemy dwie liczby
naturalne: r(k) oraz m(k), gdzie r(k) jest dlugoscia
(= ilodcia wyrazéw) najdiuzszego rosnacego ciagu
nyyGngy - -y @n, s kt6rego ay jest kodcem (to znaczy
k = npx)), zaé m(k) jest dlugoscia najdiuzszego
ciagu malejacego, ktdrego aj jest poczatkiem. Nalezy
pokazaé, ze dla pewnego k (1 < k < 101) co najmniej
jedna z liczb r(k) lub m(k) jest > 11. Zalézmy, ze tak
nie jest, to znaczy, ze dla kazdego k =1,2,...,101
mamy 1 < r(k) < 10 oraz 1 < m(k) < 10. Poniewaz
réznych par liczb naturalnych < 10 jest 100, wiec
istnieja wskazniki s oraz ¢, takie, ze 1 < s <t < 101
oraz r(s) = r(t) i m(s) = m(t). Ale jesli a; < aq,

to tatwo widac, ze r(s) < r(t), jedli zas a, > ay, to
m(t) > m(s). (Dlaczego?). Otrzymana sprzecznosé
konczy dowdd. m

Analizujac rozwiazanie III, dochodzimy do
nastepujacego uogdlnienia twierdzenia o stu jeden
liczbach.

TWIERDZENIE. Dany jest ciag ay,as, ..., a, moznych
liczb naturalnych. Wéwezas m -r > n, gdzie m jesl
dtugoscig najdtuzszego malejacego podciagu ciggu
ay,as, ..., an, zas r — dtugosciqg najdtuzszego rosngcego
podciggu tego ciggu.

Nie wiem, czy fakt ten mozna udowodnié, stosujac
metody rozwiazan I lub II.

Nastepujace twierdzenie, pochodzace od jednego

z najwybitniejszych polskich matematykdow,

Wactawa Sierpifiskiego (1882-1969), mozna uznaé

za analog dla ciagéw nieskonczonych faktu, ze kazdy
(n? + 1)-wyrazowy ciag zawiera (n + 1)-wyrazowy ciag
monotoniczny.

TWIERDZENIE. Z kazdego nieskonczonego ciagu
liczbowego mozna wybraé nieskonczony podcigy
monotoniczny.

Proponuje Czytelnikowi zastanowié sie nad dowodem
tego twierdzenia.

Koficzac ten artykul, chcialbym jeszcze zwrdcié uwage
na fakt, ze nie jest rzecza tatwa ocenic a priori stopien
trudnoéci jakiego$ zadania. Wyjaénie to na przykladzie
zadania o stu jeden liczbach. Sadze, ze gdyby to
zadanie zaproponowano na posiedzeniu naszego
Komitetu Gléwnego Olimpiady Matematycznej,

znajac jedynie I rozwiazanie, to na pewno by je
odrzucono; gdybyémy znali Il rozwiazanie, to by¢ moze
zakwalifikowalibyémy je na zawody, ale jako zadanie
trudne. Natomiast znajac III rozwiazanie, moglibysmy
zakwalifikowaé to zadanie jako $rednio trudne.



