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Tylko ze przy kazdym z tych przeformulowan tresé¢ zadania staje sie ciezsza,
traci elegancje. I wracamy do tytutu snutych rozwazan (piekne brzydkie).

Co lepsze? Ladna tres¢, brzydkie rozwiazanie? Ladne rozwiazanie, brzydka
tres¢? Dylemat: co§ za cos. Zrecznego wyjscia nie widze. Ale faktem jest,

ze w materiale dla Jury, opracowanym przez nasza komisje, ,problem malych n”
zostal zasygnalizowany nie do$¢ wyrazicie.

Na koniec jeszcze kilka uwag. Trzymajmy sie oznaczenia g(n) = log, f(2").
W zadaniu nalezy dowies¢, ze %nz <g(n) < %nE. Jest to typowe zagadnienie
estymacyjne. Miedzy prawa i lewa strona jest ogromna przepasc. Jak mozna
poprawi¢ dolne oszacowanie, pokazuje nieréwnosé (5); zgodnie ze zwyczajami
przyjetymi w badaniach asymptotycznych nie zwracamy juz teraz uwagi na
zaden poczatkowy skoniczony odcinek ciagu g(n). Oszacowanie gorne (uznane
na wstepie za cze$é tezy zastlugujaca na mniej uwagi) takze mozna poprawiaé.
Potrafie, na przyktad, pokazac, ze

sn? —nlogyn+ An < g(n) < $n? — n log, n + Bn,

gdzie A = logye — 1, B = log,(3e) — 3.

W problemach estymacyjnych nie ma czegos takiego, jak ,najlepszy rezultat”

— chyba ze uda sie znalezé dokladny wzdr dla wyrazéw ciggu; ale wtedy to

juz nie jest zagadnienie estymacyjne. Kazde poprawienie oszacowania, czy

to dolnego, czy gérnego, moze by¢ znaczacym postepem. Bytbym bardzo
zainteresowany wiadomoscia o tym, ze w napisane] wyzej nieréwnosci podwdjnej
da sie zwiekszy¢ stata A lub zmniejszy¢ stala B. A jeszcze lepiej, gdyby udalo
sie je zrownaé — tak, by ,rozwarcie nozyc” zeszlo do poziomu wyrazéw rzedu
nizszego niz C' - n. Drodzy Czytelnicy: to kolejne ,male zadanko”!
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Stad wynika juz, ze

Pozytek z funkcji stalej

Funkcja stala na przedziale ma w nim, jak wiadomo, pochodna stale réwna zeru;
co wigcej, funkeja, ktéra ma w przedziale pochodna stale réwna zeru, jest w tym
przedziale stata. Czy tak oczywiste fakty moga by¢ przydatne? Moga.

Zalézmy, ze mamy funkcje f z R w R, wszedzie rézniczkowalna i réwna swojej
pochodnej oraz przyjmujaca dla z = 0 warto$é 1. Wykazemy, ze ta funkcja musi
by¢ e®. W tym celu obliczmy pochodna funkeji g(z) = f(z) - e%. Ze wzoru na
pochodng iloczynu otrzymujemy

g'(z) = f'(z) e - f(z)-e".
Ale f' = f, wiec ¢'(x) = 0 dla kazdego z w R. Funkcja g(z) jest wigc stala,
po podstawieniu # = 0 (pamietamy, ze f(0) = 1) stwierdzamy, ze jej jedyna
wartoscia jest 1, a stad juz widaé golym okiem, ze f(z) = e”. Lekkie, tatwe
1 przyjemne.

Sprébujmy dalej. Niech f i g beda funkcjami rézniczkowalnymi w IR,
takimi, ze f' = —g, ¢’ = f, f(0) = 11 g(0) = 0. Domys$lasz si¢, Czytelniku,
o kim mowa? Jesli nie (a nawet jesli tak), zacznij od wykazania, ze funkcja
h(z) = (f(z) — cosz)? + (g(z) — sinz)? jest stala. Reszta to juz drobiazg.

Mozna by powiedzie¢ za Archimedesem: dajeie mi funkeje stala, a udowodnie
wszystko!
W.B.



