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Malowane klocki

W dlugie, listopadowe wieczory mozna - z braku lepszych

i powazniejszych zajec - pomeczyc kolegów i osoby starsze pytaniem:

na ile sposobów mozna pomalowac czworoscian foremny, malujac kazda

jego sciane innym z czterech danych kolorów? Po wylaczeniu wzruszen

ramionami i odpowiedzi niecenzuralnych pozostale dadza sie z grubsza
podzielic na dwie kategorie.

Typ 1: To proste, sa 4! = 24 rózne sposoby - pierwsza sciane mozna

bowiem pomalowac na cztery sposoby, druga juz tylko na trzy sposoby,

trzecia na dwa sposoby, a do malowania czwartej sciany zostaje nam

tylko jeden kolor.

Typ 2: To proste, sa jedynie dwa sposoby. Wyobrazmy sobie bowiem,

ze cztery kolory scian to: zielony, zólty, czerwony i niebieski. Zawsze

mozna postawic czworoscian na scianie czerwonej i obrócic tak, by

widziec tylko sciane niebieska. Oczywiscie, sa wtedy dokladnie dwie

mozliwosci polozenia sciany zielonej i sciany zóltej: jedna z nich musi byc

ukryta za sciana niebieska po lewej stronie, a druga - po prawej. Innych
pomalowan nie ma.

Jak powiedzialby rabin ze starego dowcipu, racje ma i ten, kto udziela

pierwszej odpowiedzi, i ten, kto udziela odpowiedzi drugiej, i wreszcie

Ty, Drogi Czytelniku, który stwierdzasz oczywiscie, ze co najmniej jedna

z odpowiedzi musi byc bledna.

Otóz, osoba udzielajaca odpowiedzi pierwszego typu wyobraza sobie

(inna sprawa, na ile swiadomie) czworoscian o ponumerowanych scianach.

Przeciez odpowiedz pierwszego typu ma sens tylko wtedy, gdy wiemy,

która sciana czworoscianu jest pierwsza, która druga, która trzecia,

a która czwarta. Kto wiec mówi o 24 pomalowaniach, wyobraza sobie

raczej czworoscienna kostke do gry niz drewniany klocek o czterech
nieodróznialnych scianach.

Jesli natomiast nie chcemy uznawac za rózne takich pomalowan, ze jedno

z nich mozna otrzymac z drugiego, odpowiednio obracajac czworoscian

w przestrzeni, to wówczas wlasciwa jest, oczywiscie, odpowiedz druga.

Pojawiajacy sie w niej wynik 2 jest dwanascie razy mniejszy od

wyniku 24 podawanego w pierwszej odpowiedzi. Mozna by spytac,

dlaczego akurat 12, albo raczej: czy liczba 12 ma tu jakis szczególny
ukryty sens?

Odpowiedziec na to pytanie nie jest trudno. Otóz, w odpowiedzi

pierwszej wszystkie pomalowania, które mozna uzyskac, obracajac
rozmaicie czworoscian pomalowany w pewien ustalony sposób,

liczymy osobno. Zatem liczba wszystkich pomalowan powinna byc

tyle razy wieksza od dwójki (zjawiajacej sie w odpowiedzi drugiej, gdy

utozsamiamy malowania rózniace sie jedynie polozeniem klocka
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Steinhaus pisze tez, ze gdy z 30 takich

pomalowanych modeli wybierzemy

jeden, to z pozostalych 29 mozna

dobrac 8 i zlozyc z nich wiekszy

szescian O takim samym rozkladzie

kolorów na scianach, jak u malego

szescianu, a przy tym tak, by kolory

scian stykajacych sie byly zgodne.

Obliczenia ulatwi obserwacja, ze

odcinki laczace srodki sasiednich

scian szescianu sa krawedziami

osmioscianu foremnego, a odcinki

laczace srodki sasiednich scian

dwunastoscianu foremnego sa

krawedziami dwudziestoscianu

foremnego.

w przestrzeni), ile jest róznych obrotów przestrzeni trójwymiarowej

przeprowadzajacych czworoscian foremny na siebie. A tych obrotów

- wliczajac obrót identycznosciowy - jest akurat 12.

Przekonac sie o tym mozna na dwa sposoby. Po pierwsze, jak udowodnil

Leonard Euler, kazde przemieszczenie czworoscianu, nakladajace go

na siebie, jest obrotem wokól pewnej osi. W przypadku czworoscianu

mamy cztery osie obrotu, przechodzace przez którys wierzcholek

i srodek przeciwleglej do niego sciany (wokól kazdej z nich mozna

czworoscian obrócic o 120 lub 240 stopni) oraz trzy osie obrotu laczace

srodki przeciwleglych (skosnych) krawedzi - wokól kazdej z nich

mozna czworoscian obrócic o 180 stopni. Daje to 4 . 2 + 3 = 11 róznych

obrotów, do których trzeba dorzucic jeszcze dwunasty, identycznosciowy.

Komu sie ten rachunek nie podoba, moze liczyc inaczej. Wyobrazmy

sobie, ze czworoscienny klocek, którego kazda sciana ma inny kolor,

stawiamy na stole tak, by widziec jedna krawedz i dwie przylegajace

do niej sciany. Mozna to zrobic na 12 sposobów - krawedzi jest szesc,

a kazda sciane z pary przylegajacej do danej krawedzi bedziemy raz

widziec po lewej, a raz po prawej stronie. Tak czy owak, matematyk

powie o tym wszystkim, ze grupa obrotów czworoscianu foremnego jest
dwunastoelementowa .

Teraz juz bardzo latwo odpowiedziec na pytanie, na ile sposobów mozna

pomalowac klocek szescienny, malujac kazda jego sciane innym z szesciu

kolorów. Gdyby sciany byly ponumerowane (jak w przypadku kostki do

gry), to wszystkich pomalowan mielibysmy 6·5·4·3·2·1 = 6! = 720.

Jesli natomiast nie chcemy liczyc osobno pomalowan rózniacych sie

jedynie polozeniem szesciennego klocka w przestrzeni, to liczbe 720 trzeba

jeszcze podzielic przez liczbe takich obrotów przestrzeni trójwymiarowej,

które przeprowadzaja szescian na siebie. Tych obrotów jest 24, a zatem

sposobów pomalowania szesciennego klocka - 30. Ostatnia informacje

(bez uzasadnienia) mozna znalezc w siódmym rozdziale Kalejdoskopu

matematycznego Hugona Steinhausa.

Kto nie chce brac tego twierdzenia na wiare, niech sam policzy obroty:

sa trzy osie obrotu laczace srodki przeciwleglych scian szescianu (wokól

kazdej z nich mozna obrócic szescian o 90, 180 lub 270 stopni), cztery

osie obrotu laczace pary przeciwleglych wierzcholków (wokól kazdej

z nich mozna obrócic szescian o 120 lub 240 stopni) i szesc osi obrotu

laczacych srodki przeciwleglych krawedzi (wokól kazdej z nich mozna

obrócic szescian o 180 stopni). Daje to razem 3·3 + 4 ·2 + 6 . 1 = 23

obroty, do których trzeba jeszcze dorzucic dwudziesty czwarty,

identycznosciowy. Równowaznie, jesli chcemy szescian, którego kazda

sciana ma inny kolor, ustawic na stole tak, by widziec jedno naroze i trzy

przylegajace don sciany, to mozemy to zrobic na 8 ·3= 24 sposoby:

trzeba zdecydowac sie na jedno z osmiu narozy, a potem postanowic,

która z trzech zbiegajacych sie w nim scian bedzie na górze.

Dla porzadku dorzucmy jeszcze, ze foremny klocek osmioscienny

mozna pomalowac na 1680 sposobów, dwunastoscienny na 7983360

sposobów, a dwudziestoscienny na 40548366802944000 (za kazdym razem

zakladamy, ze: (1) kolorów jest tyle, ile bryla ma scian, (2) kazda sciane

malujemy innym kolorem, (3) malowania uzyskiwane z obracania klocka,

pomalowanego w ustalony sposób, uznajemy za identyczne). To juz

jednak potrafilbys, Czytelniku, sprawdzic samodzielnie - prawda?

Mala Delte przygotowal Pawel STRZELECKI
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