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CYFROMANIA (8)

Opowiemy teraz, jak poznana w dotychczasowych

Cyfromaniach wiedze mozna zastosowac do rozwiazania

nastepujacego zadania z obozu przygotowawczego do
Miedzynarodowej Olimpiady Matematycznej:

ZADANIE: Dowiesc, ze istnieje liczba postaci

333333333333n, gdzie n jest liczba naturalna, zakonczona
333333333333 trójkami w zapisie dziesietnym.

Rozwiazanie: Przypomnijmy, ze z naszych poprzednich
rozwazan wynika, iz dla dowolnej liczby naturalnej A,
która przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2 lub 3, a przy

dzieleniu przez 8 daje reszte 3 lub 5, ciag koncówek

k-cyfrowych (k 2: 4) liczb A'" ma okres zasadniczy 5· 10k-2
i taka tez jest liczba róznych koncówek k-cyfrowych,

jakie moga wystapic w liczbach postaci A m. Przy tym
wszystkie dopuszczalne koncówki k-cyfrowe otrzymujemy,

uzupelniajac dopuszczalne koncówki 4-cyfrowe do
koncówek k-cyfrowych przez dopisanie z lewej strony

dowolnych k - 4 cyfr. Za A mozna wziac np. dowolna liczbe

zakonczona trzema trójkami, niech wiec A = 333333.

Liczba A'" moze byc zakonczona cyframi 3333

- dzieje sie tak dla m = 1 (mod 500). Zatem, dla

dowolnego k 2: 6, liczba A'" moze konczyc sie

k trójkami, o ile m = Rk (mod 5· 10k-2), gdzie Rk jest
najmniejszym wykladnikiem naturalnym, takim ze

ARk = 10:-1 (mod lok). Przy tym musi byc
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Rk = 1(mod50000), bo Rk = R6(mod50000), a R6 = 1.
Pozostaje rozstrzygnac, czy m spelniajace kongruencje

m = Rk(mod5 .10k-2) moze byc postaci An. Alez

oczywiscie. An moze miec koncówke 0001 (dla n
podzielnych przez 500), moze wiec miec k - l-cyfrowa

koncówke Rk. A to wystarczy, aby AAn = 333333333333n

konczylo sie k trójkami. Zadanie jest wiec rozwiazane, bo
mozemy wziac k = 333333333333.

Tyle skrótowego szkicu rozwiazania. Jesli myslisz, drogi

Czytelniku, ze cos tu jest niepotrzebnie skomplikowane
i ze umialbys to zrobic prosciej, sprawdz najpierw, czy

Twoje prosciej zadziala dla liczb 3333333333n. Nie powinno,

gdyz w tak zmienionej wersji teza zadania jest falszywa.

Niech B = 33333. Mozemy zaczac przepisywac podane

wyzej rozwiazanie, zamieniajac A na B:

-liczba Bm konczy sie na 3333 dla m = 1 (mod 500);

- liczba Bm moze konczyc sie k 2: 6 trójkami dla

m = Rk (mod 5· 10k-2) przy odpowiednio dobranym Rk,

przy tym Rk = Rs = 1 (mod 5000).

Przygladajac sie R6, stwierdzamy, ze

R6 = 5000c + Rs = 5000c + 1, gdzie O :S c :S 9. Poniewaz
zas BSOOO = 10sQ + 1, otrzymujemy

BRG = 33333 .(lOsQ + 1)" = 10sQc· 3 + 33333 =

=333333 (modl06),

skad Qc = 1 (mod 10) i c musi byc niepar~yste. Zatem

Rk = R6 = 5001 (mod 10000).

Czy liczba zakonczona na 5001 moze byc postaci Bn?

Gdyby Bn = 1 (mod 5), to n musialoby byc podzielne

przez 4. W takiej sytuacji Bn musialoby przy dzieleniu

przez 16 dawac reszte 1, podczas gdy 5001 daje
przy dzieleniu przez 16 reszte 9. Liczba Bn nie moze

sie wiec konczyc na 5001, a co za tym idzie, liczba

BBn = 3333333333n nie moze byc zakonczona szescioma

trójkami.
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Rozwazmy liczbe S = I: [n 2:8], gdzie [X] oznacza czesc calkowita liczby x. Bezposrednie obliczenie wartosci liczby S

n=l

Z dokladnoscia do 100 cyfr po przecinku za pomoca komputera pokazuje, ze

S = 2,9333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 ...,

co nie pozostawia cienia watpliwosci, ze S = ft· JWR
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ZADANIE: Obliczyc calke f 4:~~1·
Rozwiazanie: Sposób I: Calkujemy, rozkladajac funkcje podcalkowa na ulamki proste:

J xdx J xdx 1J xdx 1J( t t) 1 (I 11 I 11) 1 I 2 114x2-l= 4(x-~)(x+~)=4 (x-~)(x+~)=4 x-t+x+t dX=Slnx-2" +lnx+2" =slnx -4·

Sposób II: Wykonujemy podstawienie x = f (wtedy t = 4x2 i formalnie dx = 4fl):

J xdx 1 J dt 1 1 2
-- = - -- = -lnlt-ll = -In 14x -11.
4x2 - 1 8 t-l 8 8

Porównujac otrzymane wyniki, stwierdzamy, ze x2 - ~ = 4x2 - 1, co oczywiscie nie moze miec miejsca. Który ze sposobów
calkowania daje poprawny wynik?

Korespondencje do r-limatiasu prosimy kierowac pod adresem:

Jaroslaw Wróblewski, Instytut Matematyki Uniwersytetu Wroclawskiego, Plac Grunwaldzki 2/4,50-384 WROCLAW; e-mail: jwr@math.uni.wroc.pl
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