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CYFROMANIA (8)

Opowiemy teraz, jak poznana w dotychczasowych
Cyfromaniach wiedz¢ mozna zastosowaé do rozwiazania
nastepujacego zadania z obozu przygotowawczego do
Miedzynarodowej Olimpiady Matematyczne;j:

ZADANIE: Dowiesé, ze istnieje liczba postaci
333333%23333% o dyie n jest liczba naturalna, zakonczona
333333%%%3%3 {réjkami w zapisie dziesietnym.

Rozwigzanie: Przypomnijmy, ze z naszych poprzednich
rozwazan wynika, iz dla dowolnej liczby naturalnej A,
ktéra przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2 lub 3, a przy
dzieleniu przez 8 daje reszte 3 lub 5, ciag koncéwek
k-cyfrowych (k > 4) liczb A™ ma okres zasadniczy 5 -10%~2
i taka tez jest liczba réznych koricéwek k-cyfrowych,

jakie moga wystapi¢ w liczbach postaci A™. Przy tym
wszystkie dopuszczalne koricéwki k-cyfrowe otrzymujemy,
uzupelniajac dopuszczalne koncéwki 4-cyfrowe do
koficéwek k-cyfrowych przez dopisanie z lewej strony
dowolnych k — 4 cyfr. Za A mozna wziaé¢ np. dowolna liczbe
zakofczona trzema tréjkami, niech wiec A = 333333.

Liczba A™ moze by¢ zakonczona cyframi 3333

— dzieje sig tak dla m = 1 (mod 500). Zatem, dla
dowolnego k > 6, liczba A™ moze koiiczyé sie

k tréjkami, o ile m = Ry (mod 5 - 10¥72), gdzie Ry jest
najmniejszym wykladnikiem naturalnym, takim ze
AFk = 19% (mod 10%). Przy tym musi byé
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Ry = 1(mod 50000), bo Ry = Re(mod 50000), a Rg = 1.
Pozostaje rozstrzygnaé, czy m spelniajace kongruencje
m = Ryx(mod 5 - 10*7?) moze byé postaci A™. Alez
oczywiscie. A" moze mie¢ koricéwke 0001 (dla n
podzielnych przez 500), moze wiec mieé¢ k — 1-cyfrowa
koficéwke Ri. A to wystarczy, aby A4" = 333333233333"
koficzylo sie k tréjkami. Zadanie jest wigc rozwiazane, bo
mozemy wziaé k = 333333333232

Tyle skrétowego szkicu rozwiazania. Jesli myslisz, drogi
Czytelniku, Ze co$ tu jest niepotrzebnie skomplikowane

i ze umialby$ to zrobié prosciej, sprawds na.'ipierw, czy
Twoje proéciej zadziala dla liczb 33333%****" . Nie powinno,
gdyz w tak zmienionej wersji teza zadania jest falszywa.

Niech B = 33333. Mozemy zaczaé przepisywaé podane
wyze) rozwiazanie, zamieniajac A na B:

— liczba B™ koiiczy si¢ na 3333 dla m =1 (mod 500);

— liczba B™ moze koficzyé sie k > 6 tréjkami dla
m = Ry (mod 5 - 10*7?) przy odpowiednio dobranym Ry,
przy tym Rx = Rs =1 (mod 5000).

Przygladajac sie¢ Rs, stwierdzamy, ze
Re = 5000¢c + Rs = 5000¢ + 1, gdzie 0 < ¢ < 9. Poniewaz
za$ B*%%° =10°Q + 1, otrzymujemy

Bfs —33333.(10°Q +1)° = 10°Qc - 3 + 33333 =
= 333333 (mod 10°),

skad Qc =1 (mod 10) i ¢ musi byé nieparzyste. Zatem
Rk = Re = 5001 (mod 10000).

Czy liczba zakoficzona na 5001 moze by¢ postaci B™?
Gdyby B™ =1 (mod 5), to n musialoby byé podzielne
przez 4. W takiej sytuacji B™ musialoby przy dzieleniu
przez 16 dawaé reszte 1, podczas gdy 5001 daje

przy dzielenin przez 16 reszte 9. Liczba B™ nie moze
si¢ wiec konczy¢ na 5001, a co za tym idzie, liczba

BB" = 33333%%%" nje moze byé¢ zakoriczona szescioma

tréjkami.
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Rozwazmy liczbe S = pmvia] gdzie [r] oznacza czeéé calkowita liczby r. Bezpoérednie obliczenie wartosci liczby S

2n

n=1
z dokladnoscia do 100 cyfr po przecinku za pomoca komputera pokazuje, ze
S =2,9333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333333 .. .,

44

co nie pozostawia cienia watpliwosci, ze S = 17
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ZADANIE: Obliczyé¢ catke [ ;5% .

Rozwiqgzanie:

/4;d21:/4(x—?)j(zx+%) :i/ﬁj;*_%):i](

Sposéb 1: Catkujemy, rozkladajac funkcje podcatkowa na ulamki proste:
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+ % dx—l(ln:c—l|+ln r+lD—~1—ln :02—11
e—-1"z4+1/7 78 2 21) 78 41"

Sposéb I1: Wykonujemy podstawienie z = % (wtedy t = 42 i formalnie dz = f—‘/t?]:

zdz 1 di 1 1 2
/432—1_B/thl_glnlt_l]_glni‘lz —]l

Poréwnujac otrzymane wyniki, stwierdzamy, ze z° — i- =422 — 1, co oczywiscie nie moze mieé miejsca. Ktéry ze sposobéw

calkowania daje poprawny wynik?
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