
Cyfry: indyjskie czy arabskie?
Witold WIESLA W

motto: Od JedneJ przyszlo az wiec do dziewiaci,

A czlowiekowi mózg sie we lbie maci ..

(Jan Kochanowski, O Doktorze Hiszpanie)
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A - na miejscach jednostek, setek, dziesiatków tysiecy itd.
B - na miejscach dziesiatek, tysiecy, setek tysiecy itd.

Nie bylo osobnego znaku na oznaczenie zera, ale
zamiast zera zostawiano puste miejsce. Prowadzilo
to do nieporozumien, jezeli tylko tekst byl napisany

niestarannie. Nie bylo jednak algorytmów, które
pozwalalyby wykonywac dzialania na cyfrach, zamiast

na liczbach zapisanych za pomoca tych cyfr. Zapewne,
niezaleznie od Chin, poczatków systemu dziesietnego
doszukac sie mozna w Indiach - pojawily sie tam cyfry
brahmi w napisach buddyjskich zNana Ghat. Mozna

tam znalezc pierwowzory niezerowych cyfr. Nie sa one
jednak uzywane zgodnie z zasada pozycyjna. System
dziesietny, wraz z zerem, odnajdujemy u matematyka
i astronoma, Aryabhaty, w VI wieku. W roku 628/29
Bhaskara I ugruntowal pozycyjny system dziesietny

- poslugiwal sie konsekwentnie sanskryckimi znakami
cyfrowymi.
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BMa to byc opowiesc, jak to bylo z systemem

dziesietnym. Faktów znanych jest niewiele, nie
zawsze wiadomo, co jest prawda, a co tradycja. Ale

w cos trzeba wierzyc. Spójrzmy wiec w zamierzchla
przeszlosc.

Pierwszy odnotowany przez archeologów zapis liczb to
kreski i karby na róznych przedmiotach, poczatkowo
pojedyncze, a pózniej laczone w peczki, na ogól
po piec lub dziesiec. Kosc promieniowa mlodego
wilka, znaleziona w Vestonicach na Morawach, ma

regularne naciecia, zapewne zrobione krzemieniem.
Kosc ma okolo 30000 lat. Byc moze znalezione zostana

starsze przedmioty, na których pozostawiono slady
zliczania czegos. Poczatkowo porównywano liczebnosc
zbioru z odpowiednia liczba palców u rak, a jesli ich
nie starczalo, to i u nóg. W ten sposób najczesciej

rachowano za pomoca dziesiatek, dwudziestek lub
jednych i drugich. Odbilo sie to w rozwoju liczebników
w jezykach indoeuropejskich, które oparte sa na
wielokrotnosciach 10, 20 lub obu tych liczb. W wielu

innych jezykach jest podobnie. Hemi Lebesgue,
matematyk nie wymagajacy przedstawienia, mial
powiedziec, ze gdyby czlowiek mial trzynascie palców
u rak, to zapewne powstalby system trzynastkowy.
Zapewne tak.

W drugiej polowie III tysiaclecia p.n.e. semici
z Mezopotamii zapozyczyli cyfry klinowe i stopniowo
adaptowali je do bazy 10. W pierwszej polowie
II tysiaclecia p.n.e. asyryjsko-babilonska dziesietna
numeracja klinowa zaczela stopniowo wypierac
sumeryjski system szescdziesiatkowy i rozpowszechniac
sie na Bliskim Wschodzie. W wiekach XVIII-XII p.n.e.
pojawily sie na kostkach najstarsze znane
cyfry chinskie. Wyroby z brazu epoki Czou

(XII-III w. p.n.e.) zawieraja zapisy liczb do 30000,
wówczas jeszcze niejednoznaczne. Zapis liczb ulegl
nieznacznej modyfikacji za panowana dynastii Han

(206 p.n.e.-220 n.e.).
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W epoce Tan (618-907) system zapisu liczb byl
juz w miare konsekwentny. Byl to zapis za pomoca
dziewieciu znaków (cyfr), zapis poziomy lub pionowy,
przy czym na miejscach o numerach parzystych
uzywano innych znaków niz na miejscach o numerach
nieparzystych.

Stopniowa modyfikacja cyfr w Indiach.

Od roku 622 (poczatek ery muzulmanskiej - hidzry)
zaczyna sie ekspansja islamu. To zapewne dzieki temu
biskup syryjski, Severos Sebokht, z klasztoru Keneszra

(w górnym biegu Eufratu) mógl wzmiankowac
o cyfrach, jak je nazwal - indyjskich. Uczeni islamu
szybko przyswoili nowe idee. Al-Chorezmi, ich
najwybitniejszy przedstawiciel, pisal juz podreczniki
na ten temat. Byly to podreczniki arytmetyki

i nowego kierunku w matematyce - algebry, która
uczyla, jak rozwiazywac równania, nie odwolujac sie,
wzorem matematyków kultury hellenistycznej,
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do geometrycznej interpretacji. Byl to przelom
VIII i IX wieku. Nie jest jednak prawda, ze system

dziesietny zostal przyjety w krajach islamu bez oporu.
U czeni przyjeli go chetnie. Natomiast w praktyce
codziennej w uzyciu byl jeszcze dosc dlugo arabski
system zapisu licz b.

W tym samym czasie, w polowie IX wieku,
arytmetyka w Indiach byla juz doskonale rozwinieta.
Swiadczyc o tym moze np. podrecznik matematyki
Ganita-sara-sangraha, autorstwa Mahaviracaryi.
Dzielo to i inne, podobne, stworzyly pewien standard
nauczania systemu dziesietnego. System ten nie zostal
tam wylozony abstrakcyjnie - liczby symbolizowane
byly przez odpowiednie slowa, a w tekscie uzywa
sie skrótów tych slów. To sa wlasnie pierwsze cyfry.
Tekst napisany zostal w jezyku poludniowych
rubiezy Indii, karonese. Pózniejsze i pokrewne
teksty, pisane sanskrytem, zawieraja odpowiednie
symbole sanskryckie. A wszystkie te teksty, az do
pierwszej polowy XIX wieku, pisane sa wedlug
nastepujacego schematu: cyfry, ich postac, sposób
zapisu liczb naturalnych, dzialania arytmetyczne na
liczbach naturalnych, tzn. dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, polowienie, podwajanie, obliczanie
pierwiastka kwadratowego, czasami tez i szesciennego.
Nastepnie wykladano to samo dla liczb ulamkowych,
czyli wymiernych, dolaczajac na koniec na ogól metne

(z dzisiejszego punktu widzenia) informacje o zapisie
dziesietnym dowolnych liczb, wraz z informacjami, jak
obliczac obwód kola i jego pole.
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Upowszechnil on abak - liczydlo sluzace do obliczen
w systemie dziesietnym. Przelom, jesli mozna
tak powiedziec, nastapil na poczatku XIII wieku.
Leonardo z Pizy, nazwany Fibonaccim (filius Bonacci,
czyli Fibonacci - syn Bonacciego) przez wloskiego
historyka matematyki XIX wieku, Libriego, po

licznych podrózach do krajów dzisiejszego Maghrebu,
napisal w roku 1202 opasle dzielo Liber abbaci

(Ksiega abaku), które z czasem utorowalo droge
pozycyjnemu systemowi dziesietnemu w Europie.
W historii matematyki utrwalil sie Leonardo nie
z powodu tego dziela, ale ... zadania o królikach,
jednego z wielu zadan w tej ksiazce. Ile par królików

moze urodzic sie w ciagu roku z jednej pary ? Jest jedna

para królików w pewnym miejscu otoczonym murem.

Chcemy wiedziec, ile par królików urodzi sie z tej pary

w ciagu roku, jezeli natura tych królików jest taka,

ze rodza one kazdego miesiaca jedna pare i zaczynaja

byc plodne w drugim miesiacu po urodzeniu.

Przelom nastapil nie bez oporu czynników oficjalnych.
Jeszcze w XVIII wieku w podrecznikach matematyki
do szkól jezuickich mozna przeczytac o cyfrach

arabskich i cyfrach koscielnych (tzn. rzymskich).
Przelom jednak zostal dokonany i bylo juz tylko
kwestia czasu, aby system dziesietny ostatecznie
zatriumfowal w Europie. Akceptacja dokonywala
sie poprzez praktyke - system dziesietny byl
w uzyciu. Jezeli np. siegnac do dziela Kopernika,

waznego nie tylko z racji naszej narodowej dumy:
De Revolutionibus Orbium Coelestium, Libri VI,

Norimbergae, Anno M.D.XLIII, dziela nie tak znowu
duzego, bo liczacego 196 numerowanych kart, to latwo
spostrzec, ze wszystkie tablice, jak tez odpowiednie
obliczenia, zapisane sa w systemie dziesietnym i to
tak, jak to dzis robimy. Symbole cyfr nie róznia sie
w istotny sposób od wspólczesnych.
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Rózne europejskie i orientalne modyfikacje cyfr systemu
dziesietnego.

Kazdy z takich tekstów zawieral przyklady
numeryczne. To one byly podstawa nauczania
systemu dziesietnego w calym ówczesnym swiecie.
Jeszcze w II polowie XVIII wieku tak wlasnie
skonstruowany byl podrecznik Simona l'Huilliera
Arytmetyka dla Szkól Narodowych, zatwierdzony
do uzytku w Polsce przez Towarzystwo do Ksiag
Elementarnych w 1778 roku. Wrócmy jednak do
czasów wczesniejszych. Pierwszym propagatorem
systemu dziesietnego w Europie w X wieku byl mnich
Gerbert, pózniejszy papiez Sylvester II (999-1003).

Wspólczesne cyfry: A - sanskryckie, B - arabskie.

Tym, który niejako zamknal okres wprowadzania
pozycyjnego systemu dziesietnego do Europy, byl
Simon Stevin (1548-1620), a dzielem, które postawilo
przyslowiowa kropke nad "i" - La Disme (w oryginale
De Thiende, czyli Dziesiatka, w dosc wolnym
przekladzie). Dzielo wyszlo drukiem w 1585 roku.
Okazuje sie, ze (jeszcze) uczeni islamu wiedli prym
i w tej dziedzinie. Otóz na poczatku XV wieku

al Kaszi (od miasta Kaszan w pólnocnej Persji - dzis
Iranie), wybitny astronom i matematyk, napisal
traktat Klucz arytmetyki, w którym znajdujemy
niemal wszystko to, co napisal pózniej Stevin.
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Cyfry, których uzywal al Kaszi.

Schematycznie Stevin zapisuje to w postaci:

Ale kto w Europie czytal wówczas po arabsku?

Watpliwe jest wiec, czy dzielo al Kasziego bylow ogóle znane w Europie.2
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N a koniec polonica zwiazane z systemem dziesietnym.
Otóz w 1777 roku ukazala sie mala, kilkustronicowa
broszurka autorstwa pijara, Bernarda Sirucia:

Arytmetyka prostacka czyli Nowy Sposób czynienia

Rachunków, którego Nieumiejacych czytac nawet, latwo

nauczyc mozna. Jak to: Gumiennych, Szynkarzów,

Wlodarzów EJ c. ze sobie kreta lub weglem kresujac,

albo na kiju nozem karbujac porachowac, co do nich

nalezy, beda mogli. Siruc pisal:

Te wszystkie liczby wyrazac sie beda laseczkami tylko,

a roznice ich wyznaczac sie beda przez krzyzyk naksztalt

litery x, zaczynaja kreslic zwyklym sposobem od

wiekszey liczby do mnieyszey. Litera tedy x liczby

zadney nie znaczy. Tym sposobem Zlotych trzy

tysiace dwiescie piecdziesiat cztery, wyrazi sie tak:

III x IIx lIlII x IIII, to jest za trzy tysiace kresle

trzy laseczki y krzyzyk; za dwiescie dwie laseczki y

krzyzyk; za piecdziesiat kresle piec laseczek y krzyz;

a na ostatku cztery laseczki znaczace prosta liczbe

cztery; gdzie znaki x dla tego tylko sa 11zywane, zeby

laseczki znaczace lta, dziesiatki, z insze mi sie nie

pomieszaly.

Do dalszego czytania
(zamiast bibliografii, bo kto zechce czytac teksty starochinskie

lub staroarabskie?)

[1] Georges Ifrah, Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku,

Ossolineum, Wroclaw 1990.
[2] Marek Kordos, Wyklady z historii matematyki, WSiP,

Warszawa 1994.

[3] Witold Wieslaw, Matematyka i jej historia, NOWIK, Opole
1997.

Piatka pisana jest jako A. Przyklad rachunku dla
szynkarzy:

Mozna wiec nie umiec czytac ani pisac, a mimo to

sprawnie poslugiwac sie systemem dziesietnym. W ten
sposób wrócilismy do kresek i karbów, ale jakze inaczej
niz przed tysiacleciami.
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Jego pierwsze tlumaczenia zaczely ukazywac
sie w Europie, jak w przypadku innych tekstów

matematycznych z odleglej przeszlosci, w II polowie
XIX wieku i na poczatku XX wieku. Zapewne wiec,
gdyby dzielo al Kasziego przetlumaczono wczesniej, to
Stevin bylby bezrobotnym matematykiem.

Algorytmy dzialan na liczbach niekiedy róznily sie
sposobem zapisu od wspólczesnych. Na przyklad
mnozenie 624 . 358 zapisuje al Kaszi w postaci tabelki:

A oto jak Stevin zapisuje i dodaje ulamki dziesietne

27,847; 37,675; 875,782: Liczby dziesietne dane [sa]

ponizej; jak je dodac, aby znalezc ich sume.

Sa trzy rzedy dziesietne liczb danych, z których

pierwsza jest 27@, 80, 4@, 7@, druga 37@, 60,
7@, 5@, trzecia 875@, 70, 8@, 2@.
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Kilkaset lat temu dobrze ustalone byly tylko jednostki

pomiaru czasu, poniewaz datujacy sie od starozytnosci
podzial doby na godziny, minuty i sekundy byl
utrwalony wszedzie. Istnialo natomiast mnóstwo miar

lokalnych dla dlugosci, powierzchni, objetosci i ciezaru,

czasem rózniacych sie znacznie mimo tej samej nazwy.

Podejmowano rozmaite próby standaryzacji jednostek

miar. Oto, na przyklad, stary przepis z 1536 roku,

ustalajacy jednostke miary dlugosci, polecal wybierac

16 kolejnych mezczyzn wychodzacych po niedzielnej
mszy z kosciola. Mieli oni ustawiac swe prawe stopy

tak, aby ich szesnascie butów bylo w linii jeden za
drugim. Tak otrzymana jednostka - glosil przepis

- jest sprawiedliwa i powszechna miara do pomiarów
gruntu.

Miara ta miala szereg zalet. Mozna ja bylo

w przyblizeniu odtwarzac w kazda niedziele i latwo

dzielic na dwie, cztery i osiem czesci, uzyskujac miary
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