Cyfry: indyjskie czy arabskie?

Witold WIESEAW

motto: Od jedney prayszlo ai wige do dziewiged,
A cxlowiekow: mdzg sie we thie mger. ..
(Jan Kochanowski, O Dokterze Hiszpanie)

Ma to byé opowiesé, jak to bylo z systemem
dziesietnym. Faktéw znanych jest niewiele, nie
zawsze wiadomo, co jest prawda, a co tradycja. Ale
w coé trzeba wierzyé. Spéjrzmy wiee w zamierzchla
przesztosé,

Pierwszy odnotowany przez archeologéw zapis liczb to
kreski i karby na réznych przedmiotach, poczatkowo
pojedyneze, a pézniej laczone w peczki, na ogdl

po pieé lub dziesieé. Kosé promieniowa miodego
wilka, znaleziona w Vestonicach na Morawach, ma
regularne naciecia, zapewne zrobione krzemieniem.
Koéé ma okolo 30000 lat. Byé moze znalezione zostana
starsze przedmioty, na ktérych pozostawiono glady
zliczania czego$. Poczatkowo poréwnywano liczebnosé
zbioru z odpowiednia liczba paleéw u rak, a jesli ich
nie starczalo, to 1 u nég. W ten sposéb najczedcie)
rachowano za pomoca dziesiatek, dwudziestek lub
jednych i drugich. Odbito sie to w rozwoju liczebnikéw
w jezykach indoeuropejskich, ktére oparte sa na
wielokrotnoéciach 10, 20 lub obu tych liczb. W wielu
innych jezykach jest podobnie. Henri Lebesgue,
matematyk nie wymagajacy przedstawienia, mial
powiedzieé, ze gdyby czlowiek mial trzynadcie palcéw
u rak, to zapewne powstalby system trzynastkowy.
Zapewne tak.

W drugiej potowie III tysiaclecia p.n.e. semici

z Mezopotamii zapozyczyli cyfry klinowe i stopniowo
adaptowali je do bazy 10. W pierwsze] polowie

II tysiaclecia p.n.e. asyryjsko-babiloniska dziesi¢tna
numeracja klinowa zaczela stopniowo wypieraé
sumeryjski system szesédziesiatkowy i rozpowszechniaé
sie na Bliskim Wschodzie. W wiekach XVIII-XII p.n.e.
pojawily sie na kostkach najstarsze znane

eyfry chiriskie. Wyroby z brazu epoki Czou

(XII-TII w. p.n.e.) zawieraja zapisy liczb do 30000,
woéwcezas jeszeze niejednoznaczne. Zapis liezb ulegh
nieznacznej modyfikacji za panowana dynastii Han
(206 p.n.e.~220 n.e.).
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W epoce Tan (618-907) system zapisu liczb byt

juz w miare konsekwentny. Byl to zapis za pomoca
dziewieciu znakéw (cyfr), zapis poziomy lub pionowy,
przy czym na miejscach o numerach parzystych
uzywano innych znakéw niz na miejscach o numerach
nieparzystych.
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A - na miejscach jednostek, setek, dziesigthéw tysigey itd.

B — na miejscach dziesigtek, tysiecy, setek tysiecy itd.

Nie bylo osobnego znaku na oznaczenie zera, ale
zamiast zera zostawiano puste miejsce. Prowadzito

to do nieporozumien, jezeli tylko tekst byl napisany
niestarannie. Nie bylo jednak algorytmodw, ktdre
pozwalalyby wykonywadé dziatania na cyfrach, zamiast
na liczbach zapisanych za pomoca tych cyfr. Zapewne,
niezaleznie od Chin, poczatkow systemu dziesietnego
doszukaé¢ sie mozna w Indiach — pojawity sie tam cyfry
brahmi w napisach buddyjskich z Nana Ghat. Mozna
tam znalezé pierwowzory niezerowych cyfr. Nie sa one
jednak uzywane zgodnie z zasada pozycyjna. System
dziesietny, wraz z zerem, odnajdujemy u matematyka
i astronoma, Aryabhaty, w VI wieku. W roku 628/29
Bhaskara I ugruntowal pozycyjny system dziesietny

~ postugiwal sie konsekwentnie sanskryckimi znakami
cyfrowymi.

,Uo

3 &yl Q

7 9 2Ly S\ 9 o
= 3T G2 ~ ©

Stopniowa modyfikacja cyfr w Indiach.

Od roku 622 (poczatek ery muzulmanskiej — hidzry)
zaczyna sie ekspansja islamu. To zapewne dzieki temu
biskup syryjski, Severos Sebokht, z klasztoru Keneszra
(w gérnym biegu Eufratu) mégl wzmiankowaé

o cyfrach, jak je nazwal — indyjskich. Uczeni islamu
szybko przyswoili nowe idee. Al-Chorezmi, ich
najwybitniejszy przedstawiciel, pisal juz podreczniki
na ten temat. Byly to podreczniki arytmetyki

1 nowego kierunku w matematyce — algebry, ktéra
uczyta, jak rozwiazywaé réwnania, nie odwolujac sie,
wzorem matematykow kultury hellenistycznej,



do geometrycznej interpretacji. Byl to przelom

VIII 1 IX wieku. Nie jest jednak prawda, ze system
dziesietny zostal przyjety w krajach islamu bez oporu.
Uczeni przyjeli go chetnie. Natomiast w praktyce
codziennej w uzyciu byl jeszcze dosé dlugo arabski
system zapisu liczb.

W tym samym czasie, w polowie IX wieku,
arytmetyka w Indiach byta juz doskonale rozwinieta.
Swiadezyé o tym moze np. podrecznik matematyki
Ganita-sara-sangraha, autorstwa Mahaviracaryi.
Dzieto to i inne, podobne, stworzyly pewien standard
nauczania systemu dziesietnego. System ten nie zostal
tam wylozony abstrakeyjnie — liczby symbolizowane
byly przez odpowiednie stowa, a w tekscie uzywa

sie skrétéw tych stéw. To sa wladnie pierwsze cyfry.
Tekst napisany zostal w jezyku poludniowych

rubiezy Indii, karonese. Pézniejsze 1 pokrewne

teksty, pisane sanskrytem, zawieraja odpowiednie
symbole sanskryckie. A wszystkie te teksty, az do
pierwszej potowy XIX wieku, pisane sa wedtug
nastepujacego schematu: cyfry, ich postaé, sposdb
zapisu liczb naturalnych, dziatlania arytmetyczne na
liczbach naturalnych, tzn. dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie, polowienie, podwajanie, obliczanie
pierwiastka kwadratowego, czasami tez i szesciennego.
Nastepnie wykladano to samo dla liczb utamkowych,
czyli wymiernych, dotaczajac na koniec na ogét metne
(z dzisiejszego punktu widzenia) informacje o zapisie
dziesietnym dowolnych liczb, wraz z informacjami, jak
obliczaé obwdd kola 1 jego pole.
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Rézne europejskie i orientalne modyfikacje cyfr systemu
dziesletnego.

Kazdy z takich tekstéw zawieral przyklady
numeryezne. To one byty podstawa nauczania
systemu dziesietnego w calym dwezesnym Swiecie.
Jeszeze w IT potowie XVIII wieku tak whasnie
skonstruowany byl podrecznik Simona I’Huilliera
Arytmetyka dla Szkdt Narodowych, zatwierdzony
do uzytku w Polsce przez Towarzystwo do Ksiag
Elementarnych w 1778 roku. Wréémy jednak do
czaséw wezesniejszych. Plerwszym propagatorem
systemu dziesietnego w Europie w X wieku byl mnich
Gerbert, pézniejszy papiez Sylvester 1T (999-1003).

Upowszechnil on abak — liczydlo stuzace do obliczen
w systemie dziesietnym. Przetom, jesli mozna

tak powiedzie¢, nastapil na poczatku XIII wieku.
Leonardo z Pizy, nazwany Fibonaccim (filius Bonacci,
czyli Fibonacci — syn Bonacciego) przez wloskiego
historyka matematyki XIX wieku, Libriego, po
licznych podrézach do krajow dzisiejszego Maghrebu,
napisal w roku 1202 opaste dzieto Liber abbaci
(Ksigga abaku), ktére z czasem utorowalo droge
pozycyjnemu systemowi dziesietnemu w Europie.

W historii matematyki utrwalit sie Leonardo nie

z powodu tego dziela, ale ... zadania o krélikach,
jednego z wielu zadan w tej ksiazce. Ile par krolikéw
moze urodzié sie w ciggu roku z jednej pary? Jest jedna
para krélikéw w pewnym miejscu oloczonym murem.
Cheemy wiedziec, ile par krolikow urodzi sie z lej pary
w ciggu roku, jezeli natura tych krolikow jest taka,

ze rodzq one kazdego miesigea jedng parg 1 zaczynajq
byé pltodne w drugim miesiacu po urodzeniu.

Przelom nastapil nie bez oporu czynnikéw oficjalnych.
Jeszeze w XVIII wieku w podrecznikach matematyki
do szkdl jezuickich mozna przeczytac o cyfrach
arabskich i cyfrach koscielnych (tzn. rzymskich).
Przetom jednak zostal dokonany i byto juz tylko
kwestia czasu, aby system dziesi¢tny ostatecznie
zatrinmfowal w Europie. Akceptacja dokonywata

sie poprzez praktyke — system dziesietny byl

w uzyciu. Jezeli np. siggnaé do dzieta Kopernika,
waznego nie tylko z racji naszej narodowe) dumy:

De Revolutionibus Orbium Coelestium, Libri V1,
Norimbergae, Anno M.D.XLIII, dziela nie tak znowu
duzego, bo liczacego 196 numerowanych kart, to fatwo
spostrzec, ze wszystkie tablice, jak tez odpowiednie
obliczenia, zapisane sa w systemie dziesietnym 1 to
tak, jak to dzi§ robimy. Symbole cyfr nie réznia sie

w istotny sposob od wspotczesnych.
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Wspdlczesne cyfry: A — sanskryckie, B — arabskie.

Tym, ktéry niejako zamknat okres wprowadzania
pozycyjnego systemu dziesietnego do Europy, byt
Simon Stevin (1548-1620), a dzielem, ktére postawito
przystowiowa kropke nad ,i” — La Disme (w oryginale
De Thiende, czyli Dziesigtka, w do$¢ wolnym
przekladzie). Dzielo wyszlo drukiem w 1585 roku.
Okazuje sie, ze (jeszcze) uczeni islamu wiedli prym

1 w tej dziedzinie. Otéz na poczatku XV wieku

al Kaszi (od miasta Kaszan w pdlnocnej Persji — dzis
Iranie), wybitny astronom i matematyk, napisal
traktat Klucz arytmetyki, w ktorym znajdujemy
niemal wszystko to, co napisal pdiniej Stevin.



Ale kto w Europie czytal wéwezas po arabsku?
Waltpliwe jest wiee, czy dzieto al Kasziego bylo
w ogole znane w Europie.
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Cyfry, ktérych uzywal al Kaszi.
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Jego pierwsze tlumaczenia zaczely ukazywadé

sie w Europie, jak w przypadku innych tekstéw
matematycznych z odlegte] przeszlosci, w 11 polowie
XIX wieku i na poczatku XX wieku. Zapewne wiec,
gdyby dzieto al Kasziego przetlumaczono wezesniej, to
Stevin bylby bezrobotnym matematykiem.

Algorytmy dziatan na liczbach niekiedy réznily sie
sposobem zapisu od wspdlezesnych. Na przykiad
mnozenie 624 - 358 zapisuje al Kaszi w postaci tabelki:

3
2
/25
0
0 8
l6
8
3 9 2

A oto jak Stevin zapisuje 1 dodaje utamki dziesietne
27,847; 37,67H; 875,782: Liczby dziesicine dane [sq]
ponizej; jak je dodaé, aby znalezé ich sume.

Sa trzy rzedy dziesietne liczb danych, z kterych
pierwszq jest 27(0), 8(D), 42, 7@ drugq 37(0), 6(D),
7Q), 5®), trzecig 875(0), 7D, 8Q), 2.

Schematycznie Stevin zapisuje to w postaci:

@@@@

2 7

3 7 6 7 5
8 7 5 7 8 2
9 4 1 3 0 4

Na koniec polonica zwiazane z systemem dziesietnym.
Otéz w 1777 roku ukazata sie mala, kilkustronicowa
broszurka autorstwa pijara, Bernarda Sirucia:
Arytmetyka prostacka czyli Nowy Sposdb czynienia
Rachunkow, ktdrego Nieumiejgcych czytaé nawet, tatwo
nauczyé mozna. Jak to: Gumiennych, Szynkarzéw,
Wtodarzéw & c. Ze sobie kretq lub weglem kresujqc,
albo na kiju nozem karbujgc porachowaé, co do nich
nalezy, bedg mogli. Sirué pisal:

Te wszystkie liczby wyrazaé si¢ beda laseczkami tylko,
a roznice ich wyznaczaé sie bedq przez krzysyk naksztall
litery x, zaczynajq kreslié xwyklym sposobem od
wigkszey liczby do mnieyszey. Litera tedy x liczby
zadney nie znaczy. Tym sposobem Zlolyeh trzy

tysigee dwiescie pigcdziesiql cztery, wyrazi sie tak:

IIT x IT x I x III1, to jest za trzy tysigee kresle

trzy laseczki y krzyzyk; za dwiescie dwie laseczki y
krzyzyk; za piecdziesiqt kresle pieé laseczek y krzys;

a na ostatku czlery laseczki znaczqce prostq liczbe
cztery; gdzie znaki x dla tego tylko sq uiywane, Zeby
laseczki znaczqee 1ta, dziesiqtki, 2 inszemi sie nie
pomieszaty.

Piatka pisana jest jako A. Przyktad rachunku dla
szynkarzy:

Mial 1 s A x I

Zyskal TII x III x II

Summa Al x AIIl x Al
Mozna wige nie umieé czytaé ani pisaé, a mimo to
sprawnie postugiwac sie systemem dziesietnym. W ten
sposob wréciliSmy do kresek i karbéw, ale jakze inaczej
niz przed tysiacleciami.

Do dalszego czytania
(zamiast bibliografii, bo kto zechce cazytaé¢ teksty starachinskie
lub staroarabskie?)

[1] Georges Ifrah, Dzieje liczby czyli historia wielkiego wynalazku,
Ossolineum, Wroclaw 1990,

[2] Marek Kordos, Wyktady z histerii matematyki, WSiP,
Warszawa 1994,

[3] Witold Wigstaw, Matematyka ¢ jej historia, NOWIK, Opole
1997,

Rewolucyjna reforma miar i wag

Andrzej Kajetan WROBLEWSKI

Kilkaset lat temu dobrze ustalone byly tylko jednostki
pomiaru czasu, poniewaz datujacy sie od starozytnosci
podziat doby na godziny, minuty i sekundy byt
utrwalony wszedzie. Istnialo natomiast mnostwo miar
lokalnych dla dlugosci, powierzchni, objetosci i ciezaru,
czasem rozniacych sie znacznie mimo tej samej nazwy.

Podejmowano rozmaite préby standaryzacji jednostek
miar. Oto, na przyklad, stary przepis z 1536 roku,
ustalajacy jednostke miary dlugosci, polecal wybieraé
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16 kolejnych mezezyzn wychodzacych po niedzielnej
mszy z kosciota. Mieli oni ustawiaé swe prawe stopy
tak, aby ich szesnascie butéw bylo w linii jeden za
drugim. Tak otrzymana jednostka — glosilt przepis

— jest sprawiedliwa i powszechna miara do pomiaréw
gruntu.

Miara ta miala szereg zalet. Mozna ja bylo
w przyblizeniu odtwarzac¢ w kazda niedziele i tatwo
dzieli¢ na dwie, cztery i osiem czedcl, uzyskujac miary



