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W systemie dziesietnym liczby catkowite zapisujemy
jako skonezone ciagi cyfr, czyli symboli ze zbioru
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Jedli liczba jest ujemna, to taki cigg poprzedzamy minusem

Liczby wymierne piszemy zwykle w postaci ulamka
p/q, gdzie p jest liczba catkowita, a ¢ — naturalna.
Jest to wskazéwka, ze p/q to wynik dzielenia p calosci
na g rownych czesci. Podobnie mozemy patrze¢ na
»szkolny” zapis liczb niewymiernych: V2 np. to

nic innego, jak zapis operacji pierwiastkowania.
Przedstawia on liczbe, ktérej kwadrat jest rowny 2.
Podobnie, piszac m, mamy na mysli stosunek obwodu
kola do jego érednicy.

Zapis liczb jako wynikéw pewnych operacji czy tez
zapis symboliczny ma niewatpliwe zalety, ale tez
pewne wady. Gléwna zaleta jest to, ze liczba jest
zawsze dokladnie zdefiniowana. Nie znaczy to jednak
(i to jest wada), ze znamy wartos¢ numeryczng danej
liczby, czyli kolejne cyfry jej rozwiniecia dziesietnego.

Liczby niewymierne (i niektére liczby wymierne)
maja rozwiniecia dziesietne nieskonczone. Zapis
dziesietny musimy wiec gdzies ,uciaé” i zadowolic sie
pewnym przyblizeniem. Jesli zapiszemy tylko ¢ cyfr
po przecinku i ostatnia zaokraglimy (tzn. zwiekszymy
o jeden, gdy po niej stoi jedna z cyfr 5,6,7,8,9), to
otrzymamy reprezentacje z dokladnoscia nie mniejsza
niz 6 =0,5-107".

Mamy na przyklad
1
1024

V2 =1,4142135. . .,

= 0,0009765625,

= 3,14159265. ...
Jedli np. cheemy mieé t = 6 cyfr po przecinku, to liczba 1/1024
bedzie reprezentowana przez 0,000977, a 7 przez 3,141593
Opisany sposob to tzw. reprezentacja statoprzecinkowa.
Jej btad bezwzgledny nie przekracza statej 6,
niezaleznie od wielkoéci liczby. Jest to wlasnosé
niepozadana — w konsekwencji liczby bardzo male
sa reprezentowane przez zero! Cho¢ w Swiecie
olbrzyméw centymetr dlugosci niewiele znaczy, to
w $wiecie liliputéw ten sam centymetr moze oznaczaé
bardzo duzo. Méwiac mniej obrazowo, wolelibysmy
reprezentowaé ,male” liczby z ,duza” dokladnoscia,
nawet za cene zmniejszenia doktadnosci ,duzych” liczb.

Postulat ten spelnia reprezentacja zmiennoprzecinkowa,
ktora teraz opiszemy. Zalozmy najpierw, ze z > 0, oraz
ze ¢; sa kolejnymi cyframi rozwiniecia dziesietnego
liczby z, tzn.

g=cp10* + -+ ¢ 10+cn+c—1‘0—1+%§+---,
przy czym ci # 0. Wtedy reprezentacja
zmiennoprzecinkowa liczby z z uwzglednieniem ¢ cyfr

6

znaczacych jest réwna

k p
e B gdy ck-¢ <4,
sd(e) = 3:::;14-1
Y, clO¥ + 1051 gdy ¢;_ > 5.
j=k—t+1

(Skrét rd pochodzi od angielskiego round-off

- zaokraglac.) Dla z < 0 ktadziemy rd(z) = —rd(—2).
Dodatkowo przyjmujemy, ze liczba @ = 0 jest
reprezentowana dokladnie: rd(0) = 0. Zauwazmy,

ze w reprezentacjl zmiennoprzecinkowej interesuje
nas nie tyle ¢ cyfr po przecinku, co t cyfr
ynajwazniejszych”.

Czesto postugujemy sie jednolitym zapisem

rd(z) = z - my - 10°, gdzie z € {—1, 1} jest znakiem,
my liczba z przedziatu [0,1; 1,0) zwana mantysq,

a ¢ liczba catkowita zwana cechq liczby.

W ten sposéb mozna jednoznacznie zapisa¢ kazda liczbe
zmiennoprzecinkowsg rézna od zera. Jedli interesuja nas np. t = 4
cyfry znaczgce, to mamy
| - . -3
rd | —— | = 0,9766- 10" ",
1024 i
rd (V2) = 0,1414 - 10",
rd (=#) = —0,3142 - 10"
Piszemy réwniez 0,1234 - 10™° zamiast 0,000001234 i 0,5678 - 10?

zamiast 567300000,

Bardzo wygodny zapis zmiennopozycyjny stosuje

sie wspolezesnie we wszelkich obliczeniach
automatycznych. W szezegdlnosci, w ten sposéb
reprezentuje sie liczby rzeczywiste w maszynach
cyfrowych, przy czym tam ¢ zwykle waha sie

miedzy 8 a 16. Mantysy i cechy uzywamy tez czesto

w obliczeniach ,recznych”, by zaznaczy¢ rzad wielkosci
liczby 1 nie przepisywaé¢ wielu zer, gdy liczba jest
bardzo mata lub bardzo duza.

Jaka jest dokladno$é reprezentacji

zmiennoprzecinkowej? Czytelnik sprawdzi,

ze rd(z) = z(1+¢), gdzie ¢ jest liczba ,maly”,

le] < 5-107*. Zmiennopozycyjna reprezentacja liczb

rzeczywistych daje wiec blad wzgledny nie wiekszy niz
v=>5-10""

Wielkos¢ v nazywamy dokladnoscig reprezentacyi.

Zajmiemy sie teraz rachowaniem na liczbach
zmiennoprzecinkowych, czyli na elementach zbioru

R = {rd(z): 2 € R}. Zauwazmy, ze jesli nawet

z,y € R, tzn. rd(z) = z i rd(y) = y, to wynik operacji
arytmetycznej na & i y nie musi by¢ wcale liczba
zmiennoprzecinkowa.

Jesli np. t =3 oraz ¢ = y = 0,638, to
rxy = 0407044 # rd(z *y) = 0,407
Podobnie,

r+y=1.276% rd(xr +y)=0,128- 10"



Oto bardziej drastycezny przyklad. Dla { = 3 niech » = 123
iy=0 5. Wtedy = 4+ y = 123,456, ale rd(z 4+ y) = 123 = z. Efekt
Jest taki, jakbysmy dodali zero!

Aby wykonaé jedno z dzialan arytmetycznych na
dwdch liczbach zmiennoprzecinkowych, najpierw
wykonujemy owo dziatanie dokladnie, a potem
wynik reprezentujemy zmiennoprzecinkowo. Zbiér I
liczb zmiennoprzecinkowych z tak zdefiniowanymi
operacjami arytmetycznymi bedziemy nazywad
arytmetykq zmiennoprzecinkowq 1 oznaczaé przez fl
(od angielskiej nazwy floating poini arithmetic). Jesli
wiec O € {4, —, %, /}, to wéwczas

fl(z0y) = rd(z0y) = (z0y)(1 +¢), gdzie |¢] < v.

Zatem, btad wzgledny pojedynczej operacji
arytmetycznej nie przekracza v. A jak jest przy
obliczaniu w fl bardziej skomplikowanych wyrazen?
Rozwazmy najpierw mnozenie trzech liczb x,y, z € .
Poniewaz wykonanie dowolnej operacji powoduje
powstanie bledu wzglednego na poziomie v, wiec

fi(zxy+z) = (((z*y)(1 +61))*2)(1 +&2) =
—z+y+z(1+¢),

gdzie £ = £1 + €9 + £169. Poniewaz |¢1], |e2| < v,
wiec |¢] < 2v + v2. Dla duzych t liczba v? jest duzo
mniejsza niz v (np. jeélit =8, to v =5-1078,
av?=25-10"""). Mozemy wiec powiedzieé, ze przy
mnozeniu trzech liczb otrzymujemy w fl wynik,
ktérego btad wzgledny jest nie wickszy niz 2v.
Podobnie, mnozenie n liczb zmiennoprzecinkowych
powoduje btad wzgledny na poziomie nie wiekszym
niz (n — 1)w 1 jest operacja ,bezpieczna” dla n niezbyt
wielkich w poréwnaniu z 1/v.
Zobaczmy teraz, co dzieje si¢, gdy dodajemy trzy
liczby z,y, z. Mamy
Az +y+2) = (A + ) + 2)(1+ ) =
= ((z +y)(1 +e1) + 2)(1 + &3).

Stad, pamietajac o nieréwnoéciach |g;| < v, tatwo
otrzymujemy

fl(z +y+2) = (z +y+2)| < (20 +v?)(|2] + |yl + |2]).

Blad wzgledny wyniku mozna wige mniej wiecej
oszacowac jako
itz +y+2)—(+y+2)
|2+ y + 2|
Zatem, btad wzgledny reprezentacji v
moze by¢ ,wzmocniony” wspdtezynnikiem

K =2(|z] + |yl + |z])/|z + y + 2]

2]+ Iyl + |2
e+ y+2]

< 2v

Jesli &,y 1 z maja ten sam znak, to K = 2

1 oszacowanie jest podobne do tego przy mnozeniu.
Jednak w ogdlnosci K moze byé dowolnie duze

- np. wtedy, gdy suma x + y + z jest bliska zeru,

ale poszczegdlne skladniki maja duze wartosei
bezwzgledne. Zatem dodawanie liczb o réznych
znakach meze powodowaé duzy blad wzgledny wyniku.
Pamietajmy o tym zawsze, gdy wykonujemy obliczenia

wrecznie”, zaokraglajac wyniki czeSciowe.

Oto patologiczny prazyklad. Ni-w'h t=ds o=y = 06878 2==1,135
Wtedy v +y + 2 =0,6-1077, ale fi(x + y + z) = 0. Blad wazgledny
wyniku jest nieskonczony!

Ostatnie stwierdzenie brzmi pesymistycznie. Czyzby
arytmetyke zmiennopozycyjna mozna byto wyrzucié
do kosza? Oczywiscie nie. Powyzsze oszacowania
btedéw sa zwykle zawyzone (choé¢ bywaja osiagane!).
W praktyce bledy sa zwykle duzo mniejsze, a czasem
nawet wzajemnie si¢ redukuja. Poza tym, czesto
mozemy zabezpieczy¢ sie przed nadmiernym bledem
nieco modyfikujac arytmetyke. Mozemy np. wyniki
czesciowe otrzymywaé w arytmetyce o wyzszej
precyzji, a dopiero wynik koncowy zaokraglié

do precyzji nas interesujacej. Prosze sprawdzié,

ze gdybysmy w przyktadzie z dodawaniem trzech
liczb zastosowali arytmetyke z ¢ = b zamiast { = 4,

to otrzymaliby$my wynik dokltadny. Ten prosty
pomyst, godny polecenia przy obliczeniach _recznych”,
jest czesto stosowany w obliczeniach na maszynach
cyfrowych 1 prowadzi do tzw. arytmetyki rozszerzonej.

Innym sposobem unikniecia nadmiernych bleddw
jest modyfikacja samego sposobu obliczeni, czyli
algorytmu. Oto przyktad. Wartodé wyrazenia

f(z,y) = @? — 4® dla danych #,y € B mozemy obliczy¢
dwojako: stosujac wzér f(x,y) = z*z — y=*y, albo
flz,y) = (¢ —y) = (z + y). Ktéry z nich jest lepszy?
W pierwszym przypadku mamy

Azxz—yry) = (22(1+e1) — (1 +e))(1+€3),
gdzie g1, €2 sa bledami powstalymi przy podnoszeniu
z 1y do kwadratu, a 3 jest bledem powstalym

z odejmowania. Blad wzgledny, réwny

2 2
g7 —¢
es + (1 +€3)% :

moze by¢ bardzo duzy (np. dla || = |y| i &1, €2
réznych znakéw). Natomiast przy drugim sposobie
liczenia btad wzgledny na ogél nie przekracza 3v.

Dla ilust

acjl podamy jeszcze przyklad numeryczny. Niech ¢t = 3,

r=0,5671y = 0566 Wtedy

£ —y? = 0i133. 1072

fllx*r—y+y)=01-10""
fli{z —y)*(z+y))=0,113. 1072

Blad wzgledny w drugim sposobie liczenia jest wiec prawie 50 :";1'.'._‘."

TR il o

W praktyce, zwlaszeza zwiazanej z obliczeniami

na maszynach cyfrowych, spotykamy duzo wicksze

problemy. Arytmetyka maszyny cyfrowej jest

w rzeczywistosci réowniez bardziej skomplikowana.

Ponadto, zanim zaczniemy stosowaé jakié algorytm,

musimy najpierw przeanalizowaé liczbe operacji

arytmetycznych koniecznych do jego wykonania,

a takze jego wlasnosci numeryczne — czyli

reakcje na obliczenia prowadzone w arytmetyce

zmiennoprzecinkowej. Zajmuje sie tym m.in. galaZ

matematyki zwana analizg numeryczng.



