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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigea n + 2. Szkice

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
- lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
s

umieszezajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnodeig do 0,1. Ocene mnozymy przez wspélezynnik trudnoécei danego zadania:
WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe osdb,
ktére nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M

Termin nadsylania rozwigzan:
30 XI 1958

lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwdch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka

punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwiazan
zadani 353 (WT=2,39) i 354 (WT=1,50)
z numeru 1/1998

Konrad Patkowaki - Gdanak 43,98
Piotr Kumor — Olsztyn 43,10
Maciej Mostowski - Warszawa 42,81
Tadeusz Jozelczyk - Poznan 39,37
Witold Bednarek - béods 34,16
Paulina Domagalska - Zbaszynek 34,09
Zbignicw Skalik — Pyskowice 33,65

Bogumila Piotrowska = Zielona Gdra 32,56

Zadania z matematyki nr 365, 366

Redaguje Marcin E. KUCZMA

365. Znalez¢ wszystkie czwdrki liczb calkowitych ¢, z, vy, z > 0 spelniajace réwnanie

(z+9)(y+ 2)(z+2z) =tryz

wraz z warunkiem: liczby z, y, z sa parami wzglednie pierwsze.

366. Punkt D lezy na boku AC trojkata ABC. Okrag o srodku P opisany
na tréjkacie ABD jest styczny do prostej BC. Okrag o $rodku @ opisany na
tréjkacie BC'D jest styczny do prostej AB. Odcinki PQ i BD przecinaja sig

w punkcie E. Udowodni¢, ze |PQ| - |BD|* =2-|AB|-|BC|-|PE|-|QE)|.
Zadanie 366 zaproponowala pani Joasia Jaszunska z Warszawy.

Czoléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwszglednieniu ocen rozwiazarn

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 5/1998
Przypominamy tresé zadan:

zadan 254 (WT=2,37) i 255 (WT=1,73) 361. Wyznaczyé wszystkie liczby calkowite dodatnie k, dla ktérych istnieje wiclomian P(x)

z numeru 3/1998

Andrzej ldzik — Bolestawiec 41,52 Al — 0 IR & R L

o wspdlezynnikach catkowitych spelniajacy warunki: P(0) # P(1), 0 < P(j) < k dla

362. Cztery rézne okregi w, wa, ws, wy o jednakowym promieniu r przechodzg przez wspdélny

Tomasz Wietecha — Tarndw 23,98
Jarostaw Eazuka - Warszawa 23,97
Marek Wéjcicki = SEcaecin 22,44 punkt 5 i przecinajg sie kolejno parami:
Andrze] Nowogrodzki — Chociandw 22,02
Aleksander Surma = Myszkdw 14,47

wi Nwigpr = 15, P} dla: §=1.2384, (wg=w1);

przy tym punkty Py, Po, Ps, Py lezg na okregu {1 o promieniu R, a srodek okregu 0 lezy

w odleglodci d od punktu 5. Znale#é zwigzek migdzy liczbami r, R, d. Cay ke

1 tréjka liczb

dodatnich, spelniajaca éw zwigzek, jest wyznaczona przez pewns czworke okregow wy, we, wa, wa 7

361. Przypusémy, ze P(x) jest wielomianem o wymaganych
wlasnoéciach i ze k > 3. Réznica P(k + 1) — P(0) dzieli sig
przez k + 1, a je] wartos¢ bezwzgledna nie przekracza k. Jest
wiec réwna zeru, skad wniosek, ze
P(z) = P(0) = z(z — k- 1)Q(x)

dla pewnego wielomianu Q) (x) o wspdlczynnikach calkowitych;
przy tym Q(1) # 0, bo P(1) # P(0). Dla j = 2,...,k—1 wartosé
bezwzgledna iloczynu j(j — k — 1) jest wigksza od k, natomiast
modul réznicy P(j) — P(0) nie przekracza k. W takim razie
Q(j)=0dlayj=2,...,k=1, i w konsekwencji

Qz)=(x-2)(z-3)-...-(z— k+1)R(z)
dla pewnego wielomianu R(z) o wspdélczynnikach catkowitych;
R(1) # 0. Z uzyskanych wzoréw wynika nieréwnosé
[P(1)=PO)|=1-k-|Q(1)|=k-(k=2)"-|R(1)| Z k- (k—=2)! >k,
sprzeczna z warunkami zadania. To znaczy, ze dla k > 3
nie istnieje wielomian o podanej wlasnodci. Dla k < 3
wielomiany takie istnieja; oto przyklady (kolejno dla k = 1,2,3):
Pi(z) = z(2 - z); Pa(z) =x(3-z); Ps(z)=z(4-a)(z—2)%

362. Skoro wy, wy, ws, w4 sa czterema réznymi okregami,

Py, Py, P3, Py sa czterema réznymi punktami. Oznaczmy srodek
okregu w; przez O; (i = 1,2,3,4), a drodek okregu Q przez Q.
Niech v; = .ﬁ Czworokat SO;F;0;41 jest rombem, wigc

ST):' =Vi+Vig1. Zatem P§P§+1 = S.P;‘+1 - ﬁ = Vi42 — Vi,
skad P, P, = —P3 Py. To znaczy, ze czworokat Py P, P3Py jest
réwnoleglobokiem; a poniewaz jest wpisany w okrag 2, jest to
prostokat. Tak wiec Py Py L Ps P, czyli va — vy L vy — va. Stad
latwo wynika, ze vi + v3 L vy + v4. Odcinek P; P; jest srednica
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okregu {2, wobec czego 2 - S'?j = 5P, + 5P = v+ Ve +va 4 vy
Zatem

[2&)2 = (z w)g o
=Y IvilP+2-vieva+2-vaevy +2-(vi+va)-(va+vy) =

=4r? 4+ 2. (vieva4vaevy).
7 drugiej strony,

(2R)? = |PPs|* = |PL P2 + [P Ps|? = (va—v1 )P H(va—v2)? =
=4r2 —2.(vy +v3 + Va2 e vy).

Dodajemy otrzymane réwnania i mamy szukany zwiazek:
R? +d? = 202,

Aby odpowiedzieé na ostatnie pytanie z zadania, ustalmy okrag w
o $rodku S i promieniu r i zauwazmy, ze jesli 0103 i 0204 sa
dowolnymi prostopadlymi cigciwami tego okregu, to okregi w;

(o érodkach O; i promieniu r) wyznaczaja punkty P; bedace
kolejnymi wierzchotkami prostokata (bowiem va — vy Lvy — v );
istnieje zatem okrag §3.

Gdy prostopadle cigciwy 0103 i 0204 sa kréciutkie (a wiec
kazdy z odcinkéw 0;0;41 ma dhugosé bliska V2r ), wéwezas
punkty P; leza blisko siebie i promien okregu 2 moze byé
dowolnie maly. Gdy 0103 i O304 sa prostopadlymi érednicami
okregu w, wéwczas punkty P; sa wierzcholkami kwadratu o boku
2r i okrag Q2 ma promiei R = /2.

Przechodzac w sposéb ciagly od jednej konfiguracji do drugiej
(przy ustalonym r), jestedmy w stanie uzyskaé¢ wszystkie

wartoéci R z przedzialu (0, \/51'); wartodc d jest wyznaczona przez
réwnanie R? + d2 = 272, Wobec dowolnosci » daje to twierdzaca
odpowiedé na postawione pytanie.



Zadania z fizyki nr 262, 263 Redaguge Jerzy B. BROJAN
Termin nadsylania rozwigzarn: 30 XI 1998
262. Zerwanie sie napigtego drutu stalowego jest niebezpieczne, gdyz urwane konce

uzyskuja przy tym duza predkosé. Obliczy¢ wartos¢ tej predkosci. Niezbedne dane
wziac z tablic.

263. Punkt Z jest zrédlem przenikliwego promieniowania izotropowego (tzn. ktérego
7 B natezenie nie zalezy od kierunku), a punkty A i B sa od niego jednakowo odlegte,
przy czym kierunki ZA i ZB tworza kat 120° (rys. 1). Ktéra droge z A do B nalezy
wybraé, idac ze stala predkoscia, aby otrzymaé przy tym jak najmniejsza dawke
b) promieniowania: :
a) 1/3 okregu o $rodku w 7,
b) odcinek z A w kierunku przeciwnym do Z (jak diugi?), 1/3 okregu o promieniu
wiekszym niz poprzednio i zblizenie do Z wzdluz promienia?
Rys. 1 Czy istnieje rozwiazanie lepsze od kazdego z tych dwéch? Jedli tak, to opisaé taka
droge i podaé¢ wartosé otrzymanej dawki (niekoniecznie musi to byé¢ droga optymalna).
Mozna uzyé dowolnych jednostek.

b

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 5/1998
Przypominamy tresé¢ zadaii:

258. Jednym ze ,Slepych zaulkéw” w rozwoju motoryzac]i byly projekty samochodu tréjkolowego.
Obliczyé maksymalng predkodé v’, z jaka taki samochéd méglby na poziomej jezdni wykonaé zakret
bez przewrdcenia sie, jesli maksymalna predkoéé samochodu czterokolowego na tym zakrecie wynosi
v = 60 km/h. Tréjkolowiec ma dwa kota w przedniej osi odlegle od siebie o d i jedno kolo tylne
odlegle od srodka przedniej osi o [, przy czym tg sama wartos¢ d ma odlegloéé¢ migdzy kolami

h w osi samochodu czterokolowego. Srodek masy obu samochodéw lezy na tej samej wysokodei h
nad jezdnia, a nacisk na kazde z kél jest jednakowy (w samochodzie stojacym). Pomingé efekty
zwigzane 2 przyspieszaniem lub hamowaniem, a takze ze zmiang promienia skretu (rozpatrujemy

ruch jednostajny po okregu); ponadto przyjaé, 2e promiefi skretu jest znacznie wigkszy od rozmiardw
samochodu.

Rys. 2
259. Czy moszna 2z trzech jednakowych soczewek skupiajacych skonstruowad lunete powickszajgc:
trzykrotnie i dajacg obraz: a) prosty, b) odwrdcony? Jesli tak, to jakie powinny by¢ odleglodci
miedzy kolejnymi soczewkami?

A 258. W przypadku samochodu czterokolowego rozpatrujac sily dzialajace w plaszczyinie
prostopadlej do osi samochodu (rys. 2), stwierdzamy, ze samochdd nie przewréci sie, jedli
spelniona bedzie nieréwnosé

] Foasr _ d
—dir o —,
*“_ (*) mg 2h
f Podstawiajac Fyqs; = mv? [r (gdzie r — promien skretu), otrzymujemy ograniczenie predkosci

w postaci v? < rdg/(2h).

Dla samochodu tréjkotowego powyzsze zaleznoéci obowiazuja z dwiema modyfikacjami. Po
pierwsze, zgodnie z zalozeniem o jednakowym obciazeniu kél rzut srodka masy na plaszczyzne
pozioma lezy w odleglosci (1/3)! od érodka przedniej osi, a (2/3)! od tylnego kola; odleglosé
tego punktu od prostej przechodzacej przez tylne kolo i jedno z przednich jest réwna

; dl

34/12 + (d/2)?
i pelni role analogiczna do d/2 na rysunku i w réwnaniu (*). Po drugie, istotna jest
ta skladowa sily odsrodkowej, ktdra jest prostopadla do wyze] wzmiankowanej prostej
A

— znajdziemy ja, mnozac F,qs, przez ulamek /4 /12 + (d/2)2. Po wprowadzeniu tych zmian
do réwnania () otrzymujemy nieréwnoséé v’ 2 < rdg/(3h), zatem graniczna wartoié v/ wynosi
v’ =v4/2/3 ~ 49 km/h.

s o

r 9

wigzka $wiatla wpadajacego do lunety jest réwnolegla i tworzy z osia optyczna maly kat o.
Wiazka wybiegajaca z lunety powinna takze byé réwnolegla, a kat 5 migdzy nia a osia
ma, zgodnie z zalozeniem, mie¢ wartos¢ § = 3a. Zatem obraz wytworzony przez pierwsza
i soczewke (bedacy przedmiotem dla drugiej) znajduje sie w jej plaszczyinie ogniskowej
. f w odlegloéci o f od osi, a obraz wytworzony przez druga soczewke (bedacy przedmiotem
1 > dla trzeciej) znajduje sie w plaszczyinie ogniskowej trzeciej soczewki w odleglosci A f od osi
(rys. 3). Wynika stad, Zze druga soczewka wytwarza obraz trzykrotnie powiekszony, czyli jesli
ten obraz jest rzeczywisty, to jest odlegly od soczewki o y = 4f, natomiast przedmiot jest
odlegly o & = (4/3) f. Rozwiazanie (odpowiadajace lunecie dajacej obraz prosty) ma postaé
dy = f+x=(7/3)f,d2 = f +y = 5f. Dla przypadku lunety odwracajacej rozwiazanie nie
istnieje, gdyz jej powiekszenie nie moze przekraczac wartosci 2 (tak byloby dla dy = (3/2) f,
Rys. 3 dy = U]‘

F’ 259. Oznaczmy ogniskowa soczewek przez f, a odleglodci miedzy nimi przez d, i ds.
! 3 Przyjmijmy — jak zwykle w przypadku lunet — Ze przedmiot jest bardzo odlegly, czyli
1

= A
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