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PRAWIE ZAWSZE (1)
TWIERDZENIE: Niech n bedzie prawie dowolna liczba

naturalna oraz niech liczby rzeczywiste 1,22, 23,...,Zn
spelniaja nieréwnosé

(1) iz?+]3iz?+5i:ﬂi£n+n2.
i=1 1=1 i=1

Wtedy zachodzi nieréwnosé

(2) 102x?<37n+n2+552$.“
i=1 =1

Twierdzenie jest prawdziwe dla wszystkich n, z wyjatkiem
nastepujacych 17 wartodci: 8, 323, 365, 518, 603, 680, 833,
875, 918, 960, 1113, 1190, 1275, 1428, 1470, 1785 1 1793.

Dowdd:

Dla dowolnego = € R zachodzi nieréwnosé

(z —6)%(z +1)2 >0, czyli 102® < z* 4 132 + 60z + 36.
Dodajac do nieréwnosci (1) nieré6wnosé

102“:3? 5 zﬂ:z;‘ + 13ix? +60ia:.- +36i1,
i=1 =1 =1 i=1 =1

otrzymujemy

n n
mzz? < 37n +n? +5szz.-,
=1 i=1

. czyli staba wersjg nieréwnosci (2).

W ostatniej nieréwnosci moze zajs¢ réwnosé tylko wtedy,

gdy

n mn n
(3) Y 2t +13) 2l +5) mi=n+n’

=1 1=1 i=1
oraz 10z% = x! + 1322 + 60z, + 36 dla 1 =1,2,3,...,n, czyli
gdy z1,T2,73,...,2n € {—1,6}.

Réwnosé (3) przyjmuje postaé

Z(xf 41327 4+ 52, — 1) = n?,
i=1
gdzie z! + 1327 4 5z, — 1 € {8,1793}. Twierdzenie
jest wiec falszywe dla tych n, dla ktérych n” jest suma
n liczb, z ktérych kazda jest réwna 8 lub 1793. Takie n
musi spelniaé nieréwnoéé 8 < n < 1793, Jedli n? jest
suma k liczb réwnych 1793 i n — k liczb réwnych 8, to
n? = 1793k + 8(n — k), czyli n(n — 8) = 1785k, skad wida¢,

ze nalezy wziaé k = “1’;8_58 , o ile jest to liczba catkowita.

Zatem twierdzenie jest falszywe dla tych
n € {8,9,...,1793}, dla ktérych n(n — 8) dzieli si¢ przez
1785 = 3+« 5§+ 7T+ 17T.

MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (8)

ZADANIE: Obliczyé granice linh 224sing

e¥f —2x=—1"

Rozwigzanie: Mamy do czynienia z wyrazeniem

nieoznaczonym g—. Dwukrotne zastosowanie reguly

de I’Hospitala daje:

z2 4 sin z 2z + cos . 2—sinzx

z—0ef —2x—1 z2-0 e*—2 z—0 e*
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MIEDZY NAMI OSZUSTAMI (9)

ZADANIE: Niech a; = 99, a; = 199, az = 400
oraz an = 6an_1 — 13an—2 + 10a,-3 dla n > 4.
Obliczy¢ hm -a%ﬂ
n—oo "
Rozwigzanie: Oznaczmy szukana granice przez g.
Wtedy lim *242 = lim 2242 . Jim 224 — .9 = 4°
n—oo "

n—oo *ntl .o %n

i podobnie lim 'G—::'i = ¢°. Z drugiej strony

N—00
2 5 [ —13an 10
lim %242 = |jm St a1 ®00n 642 _ 134 4 10,
n—oo n—00

skad ¢° = 6 — 13g + 10. Jedynym rozwiazaniem tego
réwnania jest g = 2.
Odpowiedz: lim 2+l — 3

an

n—0o0
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CYFROMANIA (7)

Jestedmy juz wystarczajaco zaawansowani w naszych
rozwazaniach, aby rozwiazaé nastepujace zadanie z obozu
przygotowawczego do Miedzynarodowej Olimpiady
Matematyczne;j:

ZADANIE: Dowieéé, ze istnieje nieskoficzenie wiele takich
liczb naturalnych n, ze 2" w zapisie dziesigtnym ma
koficéwke n, tzn. 10%|2" — n, gdzie k = [log,, n] + 1.

Rozwigzanie: Wykazemy, ze dla kazdego k > 2 istnieje
takie nx < 10%, iz 10%|2™% — ny.

Bezposrednio sprawdzamy, ze ny = 36 spelnia powyzszy
warunek, gdyz 2°¢ = 68719476736. Dla k > 2 koncéwka
(k + 1)-cyfrowa liczby 2™ zalezy tylko od k-cyfrowej
koficéwki liczby n (o ile n > k + 1). Tak wigc wszystkie
liczby postaci 21°%%%¢ maja taks sama koricéwke
3-cyfrowa. Zatem n3 = 736. Podobnie n4 jest 4-cyfrowa
koficéwka liczby 23 itd.

Aby stwierdzi¢, ze w ten sposdb otrzymamy ng,
spetniajace warunek 10%|2™% — n,, nalezy zauwazyé, iz
ni > k + 1. Istotnie, skoro 2k|2““ — ng oraz 2™ > ny, to
2" — g > 2% skad 2"% > 2% i ng > k. Mozna wykazad,
Ze w powyzszy sposéb otrzymamy wszystkie liczby
spelniajace warunki zadania.

Bezposrednie obliczenia pokazuja, ze np. niy = n1s =

= 75353432948736, nie ma wiec liczby 15-cyfrowej
spelniajacej warunki podane w zadaniu. Podamy jeszcze
wartosé

nso = 24570145528696872600159853338098615075353432948736.
JWR JWR

Korespondencje do I-limatiasu prosimy kierowaé pod adresem:
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