czasopismo dla nauczycieli

ATEMATYKA

Korzystajac z goscinnych taméw Delty, przedstawiamy Matemalyke — czasopismo
dla naueczycieli szkot podstawowych 1 srednich. Matematyka obchodzi w tym
roku 50-lecie — pierwszy numer ukazal sie we wrzesniu 1948 roku — jest wiec dwa
razy starsza od Delty. Poniewaz jednak Matematyka jest dwumiesiecznikiem,

na liczb¢ numerdéw powinnismy i8¢ ,leb w leb”. W tym jednak Delta bije nas
regularnodcia — Matematyka miala troche numeréw ,podwdjnych”, a przez parg
lat ukazywala sie 5 razy w roku, z przerwa wakacyjna. Jubileuszowy zeszyt
wrzesniowy ma numer 275.

W ciagu tych 50 lat Matematyke redagowalo czworo redaktoréw naczelnych.
Pierwszym z nich, 1 zalozycielem pisma, byl Bolestaw Iwaszkiewicz, znany
autor podrecznikdow szkolnych, z ktérych w liceum uczyli sie starsi z obecnych
redaktoréw Matematyk: (a takze Delty). Nastepnymi byli: Witold Janowski,
Viodzimierz Waliszewski 1 do dzi$ nizej podpisana. W Matematyce publikowali
' m.in. Hugo Steinhaus, Wactaw Sierpinski, Zofia Krygowska, Leon Jedmanowicz,
- Zdzistaw Opial 1 wielu innych znanych matematykdw.

| Mamy wielu autoréw wspdlnych z Deltg, liczymy na nastepnych!

| Matematyka przezyta przeprowadzke z Wroctawia do Warszawy i z powrotem,
kilka catkowitych zmian sktadu redakeji i komitetu redakeyjnego. Kazda

' redakcja miala whasna koncepcje pisma — jednak ciaglos¢ jest wyraznie

! widoczna. Utrzymat sie nawet umowny podzial artykuléw na dziaty, do ktérych
odalismy tylko Dzial Instrumentow Klawiszowych, 1 od czasu do czasu cos

. okazjonalnego.

Ponizej prezentujemy kilka tekstéw przygotowanych dla Matematyki przez jej
obecna redakcje, a reprezentujacych glowne dzialy pisma.

I jeszcze informacja handlowa: Malematyki nie mozna kupié¢ w kiosku

- rozchodzi sie ona wylacznie w prenumeracie. Zamodwienie mozna ztozy¢
m.in. w firmie AMOS, ktéra kolportuje takze Delle — nawet na tym samym
blankiecie! Cena 1 egzemplarza w 1998 roku wynosi 4,50 zt. Naszym wydawca
sa Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne (primo voto Panstwowe Zaktady
Wydawnictw Szkolnych) i to tam ustalana jest cena. Sklad komputerowy,

w Sciste] wspélpracy z redakcja, wykonuje wroctawska firma TORUS.

Agnieszka WOJCIECHOWSKA
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Kreskowki D) v

Bolestaw Iwaszkiewicz (1902-1989)

Kwadrat lub réwnoleglobok mozna zakreskowadé. Czy mozna zakreskowaé tréjkat?

UWAGA: To nie jest
zakreskowanie — pozostal
jeden punkt!

Pisal juz o tym Hugo Steinhaus w Kalejdoskopie
matematycznym, WSIiP 1989, str. 142.

Zakreskowad — to znaczy przedstawic jako (nieskonczona)
sume odcinkéw, z ktérych zadne dwa nie maja punktéw
wspolnych (rozwazamy odcinki wraz z koncami, jak zwykle).

1



czasopismo dla nauczycieli

MATEMATYKA

!
Az 'D y

|AB| =2, Paapc =8

Podzial tréjkata

W ksiazce M. Karpiniskiego 1 J. Lecha Geometria dla klasy II, na str. 32 jest
zadanie 93 nastepujacej tredei:

Prowadzimy dwie proste rownolegte do dwdéch bokow trdjkgta tak, Ze dzielg one
tréjkqt na cztery czesci o réwnych polach. Znajdz dtugosci odcinkdw, na ktore
proste te dzielg trzeci bok, jesli jego dlugosé wynosi 2.

ROZWIAZANIE
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Kluczowa jest tu wlasnosc: stosunek pdl
figur podobnych jest réwny kwadratowi skali podobienstwa.

Mamy:
(1) ADBE = AAFG,
(2) i oba sg podobne do AABC w skali k = ﬁ

(3) Réwniez ADFH ~ AABC ze skala podobiefistwa m = 1

%
SPOSOB I

Z podobiefistwa (3) mamy y = 3 |AB| = 1, a z podobieistwa (2):

T4+y= 712-|AB[=\/§, stad 2 =2 —1,0raz z = |AB| — (z + y) = 2 — V2.
Odpowiedz: =v2-1,y=1,z =2-2.

SPOSOB 11

7 podobietistwa (3) mamy y = £ |AB| = 1, a z przystawania (1) wynika, ze
r+y=z+y, zatemer =2= %
SPOSOB III ;

7 podobiefistwa (2): z +y = 715 |AB| = v/2, ezyli z = 2 — /2. Z (1) mamy
x:z,zatemy:ﬁ——x:?ﬁ—?.

Kazdy sposéb jest poprawny i kazdy daje inny wynik! Jak to mozliwe?!

Trzy rozumowania, startujac z tych samych przestanek, wioda do sprzecznych
odpowiedzi! Jedli rozumowania s3 poprawne — a s (sa na tyle krotkie, ze tatwo
je moina doktadnie sprawdzié¢) — to jedyny stad wniosek, ze przestanki zadania
sa sprzeczne — nie zachodzi opisana w nich sytuacja.

Powyiszy wywdd logiczny zapewne nie przekona zbyt wielu ucznidw. Zatem
rozwiazmy dodatkowo nastepujace zadanie; pomoze to wyjasni¢ powyzsza
zagadke.

ZADANIE. W trdjkgcie o polu S poprowadzono dwie proste réwnolegte do dwdch
bokéw, z ktérych kaida dzieli tréjkqt na dwie figury o rownych polach. Obliczyé
pole rownolegtoboku, ktory powstat przy wierzchotku.

— :

e = gl

= — 1

o

Choé¢ w pierwszej chwili wydaje si¢ to niemozliwe, jednak
tréjkat mozna zakreskowac.

Kreski maja kornce na
odcinkach AD i1 C'B.

Konce danej kreski dziela AD
i CB (odpowiednio) w tym
samym stosunku.

A

v

CWICZENIE.

Jak mozna zakreskowaé
c punkt helbidy OB pieciokat i sze$ciokat foremny?
w stosunku p:q

A jak czworokat wklesty?

Ale

czy mozna zakreskowac
kolo?

punkt dzielacy AD
w stosunku p:q




Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku i korzystamy z poprzednich wynikéw:

S = %ab siny (gdzie a = |BC|, b= [AC]),

. a V2 -1
BE|= —=|BC|= —= = |EC|=a——F7,
|BE] \/il | V2 L= V2
analogicznie :
ogicznl e b\/§ T
e
D)2 1
Poleggrc = |EC| - |GC| -siny = absin‘yLZ)— =85.-(vV2-1)?%# ES'

WNIOSEK: Pola otrzymanych czterech figur sa dokladnie okreslone. Nie istnieje
podzial, o ktérym jest mowa w pierwszym zadaniu. Zalozenie jest falszywe.
A z falszu moze wyniknaé wszystko.

Na koniec zauwazmy ,,co8 pozytywnego”:

Dla prostej k || AC, polowiacej pole tréjkata, mozna znalezé taka prosta

[ (nieréwnolegla do BC!), ze razem dziela tréjkat ABC na catery czedci

o réwnych polach — jest nia prosta zawierajaca Srodkowa tréjkata wychodzaca
z wierzchotka B (tw. Talesa).

Zadna inna prosta tego warunku nie spelnia!

Jest tak dlatego, ze dla kazdej innej prostej I, jesli nie przechodzi ona przez H,
to ktdry$ z czterech obszaréw, jakie powstaly dzieki k i [, jest zawarty (istotnie)
w jednej z czesci podzialu wyznaczonego przez k i l’. Jesli natomiast I’
przechodzi przez H, to odcina od ktdregos z kawalkéw” cze§é o polu mniejszym
niz %S.

Co wiecej: jezeli jakas para prostych k, [ (juz nie ma mowy o rownoleglosu)
rozcina tréjkat na 4 czesci o réwnych polach to kazda z nich wyznacza te druga
jednoznacznie. (Dowdd jest ten sam!). Ponadto: to, ze wyjéciowa figura jest
tréjkatem, nie jest tu istotne — wystarczy zalozyé, ze jest wypukia.

Tak sie rodza ogdlne twierdzenia.

A czy dla kazdej prostej k potowiacej tréjkat mozna znalezé taka prosta [,
by razem podzielity tréjkat na 4 réwne czqsm'? TAK - dotarliSmy do znanego
twierdzenia 0 kanapkach”*).

Olga STANDE

*) Poréwnaj R. Courant, H. Robbins, Co te jest matematyka, rozdz. VI §6.1 PWN, Warszawa 1959
oraz M. Szurek, Opowiesci geometrycane, WSiP, Warszawa 1995, rozdz. 12.5.
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Zadziwiajace,

5 . Ale
kolo mozna zakreskowaé!

czy mozna zakreskowad

ciy : : 53 i
Na ustalonej érednicy rysujemy trzy tréjkat bez brzegu?

kreski: AB, CD, EF (patrz rysunek) i a wnetrze kota?

— punkty odcinka BC (bez koncéw)
taczymy kreskami z punktami gérnego
potokregu,

UWAGA: Kreski - tak jak
poprzednio — powinny byé

natomiast z koncami!

- punkty odcinka DE (bez konficéw)
taczymy kreskami z punktami dolnego
potokregu.




czasopismo dla nauczycieli

MATEMATYKA

O sobie pisal ,Witelo, syn Turyngéw i Polakéw”.
W innym miejscu (patrz sasiednia strona) Polske
nazywa swoja ojczyzna. O jego zyciu wiemy

niewiele. Urodzil sie okolo roku 1230 na Sladsku‘ Jego
dziecinstwo przypadlo na okres najazdu tatarskiego
na Polske. 9 kwietnia 1241 roku, w czasie bitwy

pod Legnica, byt prawdopodobnie w tym miescie.
Tam otrzymal poczatkowe wyksztalcenie w szkole
trywialnej przy kosciele §w. Piotra. Na studia wyjechal
do Paryza. Jako magister artium (sztuk wyzwolonych)
powrdcil na Slask. Zatrzymal sie najpierw we
Lwéwku, pézniej w Legnicy, w koncu znalazl sie we
Wroctawiu na dworze Henryka III, jako nauczyciel
ksiecia Wladystawa, najmtodszego z synéw Henryka
Poboznego.

W 1262 roku wraz z nim wyjechal do Padwy, gdzie
studiowal przez 6 lat. Tam prawdopodobnie zaczat
przeprowadzac swoje do§wiadczenia optyczne.

Od roku 1268 Witelo przebywal na dworze papieskim
w Rzymie. Bardzo wazne okazalo sie spotkanie

i przyjazn z Wilhelmem z Moerbecke — filozofem,
matematykiem, ktéry wspdlpracujac ze sw. Tomaszem
z Akwinu, ttumaczyl z greckich oryginaléw na lacine

Witelo (12307-13147)

»Plerwszy, ktéry nauka swoja imie Polski rozstawil wsréd obcych”

dzieta Arystotelesa. Na prosbe Witelona ttumaczyt

tez matematyczne prace Archimedesa, Fudoksosa,
Apoloniusza, Herona i Ptolemeusza. Poznanie ponadto
dziel matematykdw arabskich stawia Witelona

w rzedzie najlepiej wyksztalconych matematykow
sredniowiecza.

W latach 1270-1278 napisal Perspektywe — traktat,
obejmujacy w dziesieciu ksiegach caloéé dwezesnej
wiedzy optycznej, oparty na geometrii. Przez blisko
400 lat dzielo to peknilo role encyklopedii zjawisk
$wietlnych. Korzystali z niego: Leonardo da Vinci,
Regiomontanus, Kopernik, Newton, a jeszcze

w 1604 roku Kepler jedna ze swoich prac zatytutowal
Dopetnienie do Witelona.

Zashugi Witelona uczezono nadaniem jego imienia
jednemu z krateréw na Ksiezycu.

Wiadomo, ze Witelo napisal jeszcze co najmniej
siedem prac, w tym Wnioski z Elementow Euklidesa.
Rekopisy te jednak dotychczas nie zostaly odszukane.

Schylek zycia Witelona jest malo znany.
Prawdopodobnie wrécil do Polski i uczyl w ,swojej”
szkole w Legnicy. Uzasadnialby to fakt nadania, przez
biskupa wroctawskiego Henryka w roku 1309, szkole
parafii §w. Piotra w Legnicy prawa nauczania nie
tylko gramatyki, ale takze logiki i filozofii naturalnej
(Arystotelesa).

Krystyna WUCZYNSKA
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Whnetrze tréjkata mozna zakreskowaé

By to zobaczyé, przedstawmy najpierw

— wnetrze tréjkata jako sume nieskonczenie wielu
coraz to wiekszych tréjkatow;

— gakreskujmy centralny maty trojkat
(wedtug poprzedniego schematu);

— kazdy z ,tréjkatnych pierécieni” bez wewnetrzne]
czesel brzegu zakreskujmy jak na rysunku ponizej.

W ten sposéb cale wnetrze trojkata zostanie
zakreskowane.

Mozna tez zakreskowaé '
tréjkat bez jednego boku. !

Wystarczy pominaé jedna kreske '
przy kreskowaniu calego tréjkata.

Mozna tez zakreskowaé
tréjkat bez dwéch bokéw. e

Podobnie jak przy kreskowaniu N
wnetrza trdjkata: ; .

— najpierw przedstawiamy tréjkat
jako sume nieskonczenie wielu
coraz wiekszych tréjkatow;

— kreskujemy centralny tréjkat;

— potem kreskujemy oddzielnie
kazdy z ,,paskow”.
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Karta tytulowa I wydania Perspektywy z roku 1535. Karta tytutowa III wydania Perspektywy z roku 1572,

Quoniamenim non eft poflibile (olis ocl knx , quorum (olummodo corponm, ut
in ¢¢. huius diximus | radniridem faciunt, centra in honzonte exsftere, nifi in oriente
ucloccidente in noftra terra, (cdicet Polonia habirabuli,quz ¢ ft circa laurudiné so.gras
guum , & quivisin regionibus maxima lacitudinis,fole exiflere in capite capricori,ut
fo his que funt 46 . graduum & o minutorum (ol in meridtano exaftens circulo uidea tur
in Ln‘t:}(‘!il honizontis, & in alns regionibus diserfificara laricudine regionis & declina.

Fragment tekstu Perspektywy. Podkreslone stowa

»- - - W naszgej ziemi, to jest w Polsce, kraju zamieszkalym, lezacym na szerokosci okolo 50 stopnia. .. ".

L rere . > 5 > 5 >
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Whetrze kola, jak réwniez
wnetrze dowolnej figury mozna zakreskowadé.

By to zobaczyé, nalezy wnetrze figury™*
przedstawié jako sume nieskonczenie
wielu coraz wiekszych ,wielobokdéw”
(byé¢ moze z ,dziurami”).

Whnetrze figury jest takim
yhieskonczonym wielobokiem”.

Dzielimy go na trdjkaty.

Mozna tez zakreskowaé dowolng
Pierwszy z tréjkatéw kreskujemy (caty); ograniczong figure wypukla wraz z jej brzegiem.
nastepny, by¢ moze, przylega bokiem,

wierzchotkiem, dwoma lub trzema bokami

do wczeéniej zakreskowanych — zatem Ale
kreskujemy go wedlug jednego z wczeéniej czy kazda figure mozna zakreskowaé?

(Zmodyfikuj pomyst kreskowania kota.)

opisanych schematow.

I tak ,,w nieskonczonosé”.

*Mieszkal‘lcy wysp (np. Kanaryjskich) musza zajac¢ si¢ oddzielnie kazdg ze swych wysp.
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czasopismo dla nauczycieli Dwusieczne w szkole?

MATEMATYKA W Matej Delcie z numeru 12/1997 Marek Kordos ubolewa nad

tym, ze uogdlnienia twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym nie

znalazly sie w podrecznikach szkoty podstawowej, cho¢ mozna je

tadnie i elementarnie udowodnié. Céz, przy takim wymiarze godzin

matematyki, jaki mamy w szkole obecnie, jest znacznie wiecej tadnych

i elementarnych twierdzen, na ktére nie ma tam miejsca. Jednym z nich jest

twierdzenie o dwusiecznej kata w trdjkacie, pojawiajace sie w niektorych

podrecznikach dla szkdl érednich jako zadanie ,na twierdzenie sinusow”:
jesli CD jest dwusieczng kgta ACB, to 42 = £% (rys. 1),

C
) BD
z nastepujacym rozwiazaniem:
AD AC
AD — sinZACD __ sinZADC __ AC
= __BD B BC = :
¥ \ i BD  wiger  swzppe BC

Jedli jednak — jak w szkole podstawowe] — nie dysponujemy twierdzeniem
Rys. 1 sinuséw, to musimy co$ zauwazy¢, na przyklad to, ze tréjkaty ADC i BDC
maja wspélna wysokosé, a wiec stosunek ich podstaw jest réwny stosunkowi ich
pél, ten za$ z kolei — stosunkowi wysokoéci opuszczonych na wspélny bok C'D
(rys. 2). Daje to dowdd
AD _ Paapc _ AA' _ ACsinZACD _ AC

C
BD ~ Pappc BB’ BCsinZBCD BC’
5 ktéry mozna przeprowadzi¢ w klasie VIII.
Majac jednak narysowane wysokosci AA’ i BB', mozemy zauwazyc¢, ze tréjkaty
A D B prostokatne AA’C' i BB'C sa podobne (réwne katy) i bez uzycia funkcji sinus
uzyskaé 44, — AC :
yoXac By = By

Rys. 2 7 pél tez mozna zrezygnowaé: podobienstwo tréjkatéw AA’D i BB'D

T . AL AD
analogicznie daje 557 = Hp-

Tym sposobem umozliwiamy przeprowadzenie dowodu w klasie VII.
“E==

Oczywiscie, okregu nie mozna zakreskowad; réwniez

i

nie mozna zakreskowaé proste].

Przypuéémy, ze jest pewien sposéb zakreskowania prostej.

. @@
Niech A; B, AsB; beda dwiema kreskami (mozemy przyjaé, ze nazwy sa tak A1 B A2 B
dobrane, ze A; to lewe konice, oraz e A;B; lezy caly na lewo od A3 Bs).
Punkt posrodku odstepu pomiedzy nimi ,przykryty” jest tez jakas kreska L e

E Ai B A3 B3 Az.. By
~ nazwijmy ja Az Bs
(kreska A3Bs lezy cata w odstepie pomigdzy A; By a A B3).
Réwniez punkt poérodku odstepu pomiedzy As By a A3zBj jest ,przykryty”
— przez kreske, ktéra nazwiemy A4By. =

® e @ L e
Podobnie punkt poérodku odstepu pomiedzy AzBs i A4By, i tak dalej. A1 B1 As B3 TA4B4 A2 B
z

Prawe konice kresek nieparzystych, punkty B, Bs, Bs, .. ., lezg coraz bardzie]
na prawo, ale stale na lewo od punktéw A, A4, Ag, .. .. Ciagi punktéw

By, Bs, Bs, ... oraz Ag, A4, As, . . . skupiaja si¢ wokél pewnego punktu z.
Punkt z nie moze nalezeé do zadnej kreski (bo wnetrze kreski oddziela kazdy
ze swoich punktéw wewnetrznych od koricéw innych kresek, a swdj koniec
oddziela z jednej strony od innych koncéw).
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B W tej samej klasie mozemy zrobié to inaczej, zamiast z podobienistwa
korzystajac bezpoérednio z twierdzenia Talesa. Mianowicie przedtuzamy bok AC
o odcinek réwny BC. Tréjkat BB'C jest rownoramienny, kat AC'B jest jego
katem zewnetrznym, a wiec cztery katy, oznaczone na rysunku 3 kolorem, sg
réwne — proste CD i BB’ sa réwnolegle.

Niestety, nie widaé sposobu udowodnienia omawianego twierdzenia w klasie VI,

gdy uczniowie nie znaja jeszcze twierdzenia Talesa. Ale — dla skompletowania
kolekcji — mozna jeszcze pomysleé¢ o dowodzie rachunkowym (analitycznym)

oraz wektorowym. Ten pierwszy odlézmy na bok, drugi wyszedl mi doéé
skomplikowany — moze ktoé pomoze znalezé co$ prostszego?

A D B

czyli

réwnan

{

z ktorego po wyliczeniu, ze [ =

k
T e (
czyli k(t + 1) = t(t + 1), co wobec dodatniosci statej ¢ konczy dowdd.

Niech k = |b| : |a| . Wydluzajac k-krotnie wektor a, otrzymujemy romb, na
ktérego przekatnej lezy punkt D (rys. 4). Przekatna (traktowana jako wektor)
jest réwna ka + b). Wektory # =d — a i y = b — d sa wspélliniowe, mamy
wiec y = tx dla pewnej stalej dodatniej ¢. Teza dowodzonego twierdzenia
oznacza, ze t = k, a to wynika z nastepujacych rachunkéw (Czytelnik zechce
zinterpretowaé znaczenie pomocniczego parametru [):

y=b-—lka—1b=txe=1t(lka+Ib— a),

(1= )b — lka = tIb + t(Ik — 1)a.

Poniewaz wektory a i b sa liniowo niezalezne, wiec otrzymujemy stad uktad

1-1 = tl

= (1K), |
k
1_t+1>’

Agnieszka WOJCIECHOWSKA

e

)
.

Ponizsze twierdzenia (kazde z osobna) uzasadniajg, ze kreskujac
tréjkat, kolo czy pewien obszar na plaszcezyznie, musimy uzyé
nieprzeliczalnie wielu odcinkéw.

TWIERDZENIE (Baire)

W przestrzeni zupelnej X suma przeliczalnie wielu zbioréw
nigdziegestych jest zbiorem brzegowym (w szczegdlnosci suma ta
nie jest calym zbiorem X).

TWIERDZENIE (Sierpinski)

Zadne continuum nie jest suma przeliczalnie wielu parami
roztacznych zbioréw domknietych (# 0). (Oczywiscie, chodzi
o sume co najmniej dwéch zbioréw.)

CWICZENIE. Jak zastosowaé Twierdzenie Sierpiniskiego do
obszaru na plaszczyznie (brak zwartosci!)?

Jednak te twierdzenia nie rozstrzygaja, czy potrzeba az continuum
odcinkéw do zakreskowania tych figur.

CWICZENIE. Pokazaé, ze kreskujac obszar plaszczyzny, musimy
uzy¢ continuum ’odcinkéw.
(PODPOWIEDZ: Zmodyfikowaé argumentacjg ze strony 6.)
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Tylko dla dorostych

Z problemem kreskowania wiaze sie
nastepujace

TWIERDZENIE (Moore)

Kazda rodzina parami roztacznych triodéw
na plaszczyznie jest przeliczalna.

(Triod to homeomorficzny obraz przestrzeni
zwarte] w ksztalcie litery Y — sumy trzech
odcinkéw o wspdlnym jednym korncu.)

Zatem nie mozna ,zatriodowac” ani tréjkata,
ani kota, ani zadnego obszaru plaszczyzny
(triod jest, oczywiscie, nigdziegestym
podzbiorem kazdej z tych figur).

Ale

czy mozna ,zatriodowaé”
szeScian, czworo$cian lub kule?

Kreskowki przygotowat
Krzysztof OMILJANOWSKI



