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Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do kotica miesiaca n 4+ 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsyla¢ rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesige lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z doktadnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnodci danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie S oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbe oséb,
ktére nadestaly rozwigzanie cho¢by jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegblowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

po uwzglednieniu ocen rozwigzarn
zadan 351 (WT=1,27) i 352 (WT=2,55)
z numeru 12/1997

Redaguje Marcin E. KUCZMA

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 4/1998

Maciej Mostowski - Warszawa 42,81 . aa a.d y
Konrad Patkowski - Gdanisk 40,09 PrzypomlnamY tresc Z 'a'ﬁ'
Tadeusz Jézefczyk — Poznan 39,37
Piotr Kumor = Olsztyn 39,21 359. Czy istnieje para funkeji f, g : R — R spelniajacych dla kazdej liczby = € R réwnania
Witold Bednarek - Léd# 32,66 2 4 9
x)) =x" oraz g{f(xr)) = 2" 7
Bogumila Piotrowska - Ziclona Géra 32,41 "f{'q{ ]] gl ,)
Zbigni Skalik - Pyskowice 32,18 . " : iy . ; : e 4
R T % f 360. Dany jest ciag liczb rzeczywistych ay, az, ..., aza41 0 nastepujacej wlasnoéci: po odrzuceniu
dowolnego wyrazu pozostale mozna podzieli¢ na takie dwie grupy po n wyrazéw, ze suma wyrazéw
w plerwsze) gruple jest réwna sumie wyrazéw w drugiej. Dowieéé, ze wszystkie wyrazy ciagu sa

359, Poszukiwanie pary funkcji o podanych wlasnoéciach
moze ulatwié podstawienie = = 22 ; to ogranicza (chwilowo)
zakres zmiennosci z do przedziatu (1, c0). Przypusémy wiec,
ze f,9:(1,00) — (1, 00) sa funkcjami spelniajacymi zadane

réwnania i przyjmijmy

@(t) = log, log, £(2%),

Te funkcje spelniaja uklad réwnan funkcyjnych: @((t)) =t + 1
oraz 1(y(t)) = t + 2; ma on rozwigzania nawet w klasie par
funkcji liniowych. Postulujac postaé o(t) = at + b, ¥(t) = ct + d,

(t) = log, log, g(2%)

Czoléwka ligi zadaniowe]j
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan

zadari 252 (WT=1,73) i 253 (WT=2,76)
z numeru 2/1998

Andrzej Idzik — Boleslawiec 39,55
Tomasz Wietecha = Tarndw 19,88
Marek Wajcicki — Szcgecin 18,37
Aleksander Surma -~ Myszkow 12,50

rowne.

otrzymujemy dla parametréw a, b, ¢, d warunki: a = 1/2,
¢c=2, 2b+d = 2. Biorac na przyklad b = 1, d = 0, dostajemy
w(t) = (t+ 2)/2, ¥(t) = 2t, co daje pare funkcji
flo) = 22VIoBaz  g(z) = 20639  dla £ > 1.

Aby rozszerzyé te funkcje na caly zbiér R, wystarczy przyjaé

flz)=1/f(1/z), g(z)=1/g(1/z) dla =€ (0,1)
oraz f(1) = g(1) = 1, a nastepnie przedhuzyé f i g do funkeji
parzystych, okreslonych na R. Nietrudno sprawdzié, ze tak
rozszerzone funkcje spelniaja wymagane warunki.

dla t € R.

360. Dla liczb calkowitych a; twierdzenie to bylo kiedyé zadaniem na Olimpiadzie
Matematycznej — mozemy je wiec uwazacé za znane. (Notka z odsylaczem byla dolaczona do
tresci zadania w Deleie 4/1998.) Natychmiastowym wnioskiem jest prawdziwosé twierdzenia
dla liczb wymiernych a;; wystarczy je wszystkie pomnozyé przez wspélny mianownik.

Niech teraz aj, a2, ..., a2n41 beda liczbami rzeczywistymi o podanej wlasnoéci i niech m
bedzie najmniejsza liczba naturalng, dla ktdrej istnieja w zbiorze K = {1,2,...,2n+1} réine
numery ki,...,km, takie, ze kazda z liczb a; da si¢ przedstawié¢ w postaci kombinacji liniowej

m
(*} ai =riiag, +...+ rimak, = Z Ti,s0k,

s=1
o wymiernych wspdlczynnikach r; ;. (Innymi slowy, m jest wymiarem przestrzeni liniowej
nad cialem liczb wymiernych, generowanej przez liczby a;, ag, ..., a2n41.) Z minimalnosci
liczby m wynika, ze przedstawienie (*) jest wéwczas jednoznaczne.

Wezmy dowolny numer ! € K. Zgodnie z warunkiem zadania, zbiér K \ {{} jest suma
n-elementowych zbioréw [ oraz J, takich, ze

E di= Z a;.
= eJ
Zastepujac kazda z liczb a; jej przedstawieniem (x), otrzymujemy (po przegrupowaniu

skladnikéw) réwnosé
m

z (Z Ti,s — Z "i,s) ak, =0.

s=1 “iel ieJ
Przedstawienie liczby 0 jako wymiernej kombinacji liniowej liczb aj, jest jednoznaczne, wigc
wyrazenie w nawiasie ma dla kazdego s wartos¢ 0. To znaczy, ze dla kazdego s € {1,...,m}
ciag liczb wymiernych ry ¢, 72,4, ..., T2n41,s ma wlasnosé, o ktérej mowa w zadaniu

po odrzuceniu dowolnego wyrazu r; , pozostale mozna podzielié itd.). W mysl uwagi

rozpoczynajacej rozwigzanie, liczby te sa réwne:
dlate=1, ..., M.

Tl,s =726 = ... =T2n4l,s

Ze wzoru (*) dostajemy zadany wniosek, ze liczby a1, az, ..., aant1 sa réwne.
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Rys. 1

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 4/1998
Przypominamy tresé¢ zadai:

256. Jednorodny strumient réwnolegle biegnacych czastek (np. strumien éwiatla) pada na kule:

a) odbijajaca czastki sprezyécie (zwierciadlo kuliste), b) taka, do ktérej czastki sie , przyklejaja
(czarna). Jezeli promien kul jest jednakowy, to na ktéra z nich dziala wieksza sila? A moge sily sg
Jjednakowe?

257. Naczynie z gazem jest izolowane termicznie od otoczenia i przedzielone na dwie cz
z ktdrych jedna jest zamknigta tlokiem wywierajacym na gaz stale ciénienie p (rys. 1. Je
elektryczna destarczy do wnetrza pewng ustalong iloéé ciepla @, to w ktérym przypadku t}
przesunie sie bardziej:

a) gdy podgrzejemy lewa czedé naczynia,

b) gdy podgrzejemy praws czesé¢ naczynia,

c) gdy polowg ciepla dostarczymy lewej czesci, a polowe — prawej?

Kanalik laczacy obie czedei naczynia jest tak waski, 2e temperatura nie ulega wyrédwnaniu,

256. W przypadku a) czastka biegnaca torem przesunigtym wzgledem érodka o h (rys. 2)
odbija si¢ pod katem o = arcsin(h/r). Pionowa skladowa pedu tej czastki wynosi po odbiciu
p' = pcos(180° — 2cr) = —pcos 2a (gdzie p — ped poczatkowy), czyli zmiana pedu wynosi

Ap = p(1 + cos 2a) = 2pcos?a = 2p(1 — (h/r)?). Oznaczmy liczbe czastek padajacych

w ciggu sekundy na jednostkowa powierzchnig prostopadla przez n. Aby obliczyé sile ze

wzoru F' = dp/dt, nalezy otrzymane wyrazenie Ap pomnozyé przez n oraz przez powierzchnie
cienkiego pierécienia zawartego migdzy h a h + dh (réwna AS = 2rhdh) i scatkowaé po h od 0
do r: r

F= 41rpn/ (1 - {h,fr)g) hdh = pnxr?,
0
Wielko$¢ ta jest réwna sile dzialajacej na pochlaniajaca czastki powierzchnig o polu 7r?

Rys. 2 (przypadek b).
257. Oznaczmy objetosé lewej czesci przez Vi, poczatkowa Z réwnania Clapeyrona mamy
objetoéé prawej przez Vo, przyrost objetosci przez AV, T =pVi/R=nTy, nyT)=p(Va+ AV)[R =n,Ts + pAV/R.

temperatury poczatkowe przez 17 i T3, temperatury kotficowe

przez T| i T}, a odpowiednie liczby moli w poszczegdlnych

W wyniku podstawienia otrzymujemy

czesciach przez ni, ng, nj i nj. Poniewas energia wewnetrzna QR =pAV(R+ Cvy) = CppAV.

n moli gazu o temperaturze T jest dana wzorem U = nCy T,
a praca przy przesunig¢ciu tloka — wzorem W = —pAV, wiec

bilans energii ma postaé

Réwnanie to obowigzuje w kazdym z przypadkéw a)-c), zatem
AV nie zalezy od tego, ktdra czeéé podgrzejemy.
(Bardzo podobne do powyzszego bylo przed trzema laty

mCyTi +neCyTa + Q — pAV = ni Cy T} + nbCy T3, zadanie 198.)

i Zadania

Redaguje fukasz WIECHECKI

M 853. Cazy istnieje taki ciag {an} liczb naturalnych, ze dla kazdego n liczba
a? + a2 + ...+ a2 jest kwadratem liczby naturalnej?
Rozwiazanie na str. 17

M 854. Czy istnieje taki nieskoficzony zbiér liczb naturalnych, ze zadna skofczona
suma liczb z tego zbioru nie jest potega liczby naturalnej o wyktadniku calkowitym
wiekszym niz 17

Rozwiazanie na str. 17

M 855. Znalez¢ 11 kolejnych liczb naturalnych, ktérych suma kwadratéw jest
kwadratem liczby naturalne;j.
Rozwiazanie na str. 11

Przygotowat Konrad BANASZEK

F 481. Automatyczny uktad do napelniania zbiornika sklada sie z plywaka, ktéry

po podniesieniu si¢ do pewnego poziomu zamyka zawér doprowadzajacy wode.

Zdarza sig, ze tuz przed odcieciem doplywu wody caly uklad wpada w drgania.
Wychyleniu ptywaka z polozenia réwnowagi musi wiec towarzyszyé powstanie pewnej
sity, wymuszajacej jego powrét do polozenia réwnowagi. Oszacowaé czestotliwoéé drgan
przy zalozeniu, 7e gléwnym Zrodlem tej sily jest sila wyporu dzialajaca na plywak.
Przyja¢ mas¢ ptywaka m = 0,1 kg i pole jego przekroju poprzecznego S = 100 cm?.
Rozwiazanie na str. 16

F 482. Instalacja naglasniajaca wydaje czasem buczenie, pochodzace z ponownej
rejestracji przez mikrofon diwigkéw wyemitowanych przez gloénik. Jaka bedzie typowa
czestotliwos¢ odglosow, jesli odleglos¢é miedzy tymi urzadzeniami wynosi I = 3 m?
Rozwiazanie na str. 11

15



