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Jesli jednak - jak w szkole podstawowej - nie dysponujemy twierdzeniem

sinusów, to musimy cos zauwazyc, na przyklad to, ze trójkaty ADC i BDC

maja wspólna wysokosc, a wiec stosunek ich podstaw jest równy stosunkowi ich

pól, ten zas z kolei - stosunkowi wysokosci opuszczonych na wspólny bok CD
(rys. 2). Daje to dowód

AD Pt!.ADC AA' AC sin LACD- --- - - - ------
BD - Pt!.BDC - BB' - BC sin LBCD

który mozna przeprowadzic w klasie VIII.

W Malej Delcie z numeru 12/1997 Marek Kordos ubolewa nad

tym, ze uogólnienia twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym nie

znalazly sie w podrecznikach szkoly podstawowej, choc mozna je

ladnie i elementarnie udowodnic. Cóz, przy takim wymiarze godzin

matematyki, jaki mamy w szkole obecnie, jest znacznie wiecej ladnych

i elementarnych twierdzen, na które nie ma tam miejsca. Jednym z nich jest

twierdzenie o dwusiecznej kata w trójkacie, pojawiajace sie w niektórych

podrecznikach dla szkól srednich jako zadanie "na twierdzenie sinusów":

jesli CD jest dwusieczna kata ACB, to ~~ = ~g (rys. 1),

z nastepujacym rozwiazaniem:

AD _ sin 1!1CD _ sin 1~DC _ AC
-- - BD - BC - --.
BD sin LBCD sin LBDC BC

Majac jednak narysowane wysokosci AA' i BB', mozemy zauwazyc, ze trójkaty

B prostokatne AA' C i B B' C sa podobne (równe katy) i bez uzycia funkcji sinus

k ' AA' _ AC .uzys ac BB' - BC'

Z pól tez mozna zrezygnowac: podobienstwo trójkatów AA' D i BB' D

l .. d' AA' ADana oglczme aJe BB' = BD'

Tym sposobem umozliwiamy przeprowadzenie dowodu w klasie VII.
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Rys. 2

Rys. 1

Oczywiscie, okregu nie mozna zakreskowac; równiez

nie mozna zakreskowac prostej.

Przypuscmy, ze jest pewien sposób zakreskowania prostej .

Niech Al Bl, A2B2 beda dwiema kreskami (mozemy przyjac, ze nazwy sa tak

dobrane, ze Ai to lewe konce, oraz ze A1Bl lezy caly na lewo od A2B2).

Punkt posrodku odstepu pomiedzy nimi "przykryty" jest tez jakas kreska

- nazwijmy ja AaBa

(kreska AaBa lezy cala w odstepie pomiedzy A1Bl a A2B2).

Równiez punkt posrodku odstepu pomiedzy A2B2 a AaBa jest "przykryty"

- przez kreske, która nazwiemy A4B4·

Podobnie punkt posrodku odstepu pomiedzy AaBa i A4B4, i tak dalej.

...••_••-f---------- .•&- _
Al BI A2 B2

__l__ • -- •••a.-----.--.'-
Al BI A3 B3 A2 B2

......__••..--4. .- ••.•..•1--.•,__ •..-
Al BI A3 B3 A4B4 A2 B2

t
Prawe konce kresek nieparzystych, punkty Bl' Ba, B5, , leza coraz bardziej

na prawo, ale stale na lewo od punktów A2, A4, A6, Ciagi punktów

Bl, Ba, B5, ... oraz A2, A4, A6, .. · skupiaja sie wokól pewnego punktu z.

Punkt z nie moze nalezec do zadnej kreski (bo wnetrze kreski oddziela kazdy

ze swoich punktów wewnetrznych od konców innych kresek, a swój koniec

oddziela z jednej strony od innych konców).
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Rys.3

W tej samej klasie mozemy zrobic to inaczej, zamiast z podobienstwa

korzystajac bezposrednio z twierdzenia Talesa. Mianowicie przedluzamy bok AG

o odcinek równy BG. Trójkat BB'G jest równoramienny, kat AGB jest jego

katem zewnetrznym, a wiec cztery katy, oznaczone na rysunku 3 kolorem, sa

równe - proste GD i BB' sa równolegle.

Niestety, nie widac sposobu udowodnienia omawianego twierdzenia w klasie VI,

gdy uczniowie nie znaja jeszcze twierdzenia Talesa. Ale - dla skompletowania

kolekcji - mozna jeszcze pomyslec o dowodzie rachunkowym (analitycznym)

oraz wektorowym. Ten pierwszy odlózmy na bok, drugi wyszedl mi dosc

skomplikowany - moze ktos pomoze znalezc cos prostszego?

Niechk = Ibl: lal. Wydluzajac k-krotnie wektor a, otrzymujemy romb, na

którego przekatnej lezy punkt D (rys. 4). Przekatna (traktowana jako wektor)

jest równa ka + b). Wektory a: = d - a i y = b - d sa wspólliniowe, mamy

wiec y = ta: dla pewnej stalej dodatniej t. Teza dowodzonego twierdzenia

oznacza, ze t = k, a to wynika z nastepujacych rachunków (Czytelnik zechce

zinterpretowac znaczenie pomocniczego parametru l):

y = b -lka - lb = ta: = t(lka + lb - a),

czyli

(l -l)b - lka = tlb + t(lk - l)a.

Poniewaz wektory a i b sa liniowo niezalezne, wiec otrzymujemy stad uklad

równan

{l-llk = t(l -lk),

k ' l'" l l k (l k)
z torego po wy lczemu, ze = --, mamy -- = t - -- ,

t+1 t+1 t+1

czyli k(t + l) = t(t + l), co wobec dodatniosci stalej t konczy dowód.

Agnieszka WOJCIECHOWSKA

Tylko dla doroslych

Ponizsze twierdzenia (kazde z osobna) uzasadniaja, ze kreskujac

trójkat, kolo czy pewien obszar na plaszczyznie, musimy uzyc

nieprzeliczalnie wielu odcinków.

TWIERDZENIE (Baire)

W przestrzeni zupelnej X suma przeliczalnie wielu zbiorów

nigdziegestych jest zbiorem brzegowym (w szczególnosci suma ta

nie jest calym zbiorem X).

TWIERDZENIE (Sierpinski)

Zadne continuum nie jest suma przeliczalnie wielu parami

rozlacznych zbiorów domknietych (i= 0). (Oczywiscie, chodzi

o sume co najmniej dwóch zbiorów.)

CWICZENIE. Jak zastosowac Twierdzenie Sierpinskiego do

obszaru na plaszczyznie (brak zwartosci!)?

Jednak te twierdzenia nie rozstrzygaja, czy potrzeba az continuum

odcinków do zakreskowania tych figur.

CWICZENIE. Pokazac, ze kreskujac obszar plaszczyzny, musimy

uzyc continuum odcinków.

(PODPOWIEDZ: Zmodyfikowac argumentacje ze strony 6.)
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Z problemem kreskowania wiaze sie

nastepujace

TWIERDZENIE (Moore)

Kazda rodzina parami rozlacznych triodów

na plaszczyznie jest przeliczalna.

(Triod to homeomorficzny obraz przestrzeni

zwartej w ksztalcie litery Y - sumy trzech

odcinków o wspólnym jednym koncu.)

Zatem nie mozna "zatriodowac" ani trójkata,

ani kola, ani zadnego obszaru plaszczyzny

(triod jest, oczywiscie, nigdziegestym

podzbiorem kazdej z tych figur).

Ale

czy mozna "zatriodowac"
szescian, czworoscian lub kule?

Kreskówki przygotowal

Krzysztof OMILJANOWSKI


