czasopismo dla nauczycieli Dwusieczne w szkole?

MATEMATYKA W Matej Delcie z numeru 12/1997 Marek Kordos ubolewa nad

tym, ze uogdlnienia twierdzenia o kacie wpisanym i srodkowym nie

znalazly sie w podrecznikach szkoty podstawowej, cho¢ mozna je

tadnie i elementarnie udowodnié. Céz, przy takim wymiarze godzin

matematyki, jaki mamy w szkole obecnie, jest znacznie wiecej tadnych

i elementarnych twierdzen, na ktére nie ma tam miejsca. Jednym z nich jest

twierdzenie o dwusiecznej kata w trdjkacie, pojawiajace sie w niektorych

podrecznikach dla szkdl érednich jako zadanie ,na twierdzenie sinusow”:
jesli CD jest dwusieczng kgta ACB, to 42 = £% (rys. 1),

C
) BD
z nastepujacym rozwiazaniem:
AD AC
AD — sinZACD __ sinZADC __ AC
= __BD B BC = :
¥ \ i BD  wiger  swzppe BC

Jedli jednak — jak w szkole podstawowe] — nie dysponujemy twierdzeniem
Rys. 1 sinuséw, to musimy co$ zauwazy¢, na przyklad to, ze tréjkaty ADC i BDC
maja wspélna wysokosé, a wiec stosunek ich podstaw jest réwny stosunkowi ich
pél, ten za$ z kolei — stosunkowi wysokoéci opuszczonych na wspélny bok C'D
(rys. 2). Daje to dowdd
AD _ Paapc _ AA' _ ACsinZACD _ AC

C
BD ~ Pappc BB’ BCsinZBCD BC’
5 ktéry mozna przeprowadzi¢ w klasie VIII.
Majac jednak narysowane wysokosci AA’ i BB', mozemy zauwazyc¢, ze tréjkaty
A D B prostokatne AA’C' i BB'C sa podobne (réwne katy) i bez uzycia funkcji sinus
uzyskaé 44, — AC :
yoXac By = By

Rys. 2 7 pél tez mozna zrezygnowaé: podobienstwo tréjkatéw AA’D i BB'D

T . AL AD
analogicznie daje 557 = Hp-

Tym sposobem umozliwiamy przeprowadzenie dowodu w klasie VII.
“E==

Oczywiscie, okregu nie mozna zakreskowad; réwniez

i

nie mozna zakreskowaé proste].

Przypuéémy, ze jest pewien sposéb zakreskowania prostej.

. @@
Niech A; B, AsB; beda dwiema kreskami (mozemy przyjaé, ze nazwy sa tak A1 B A2 B
dobrane, ze A; to lewe konice, oraz e A;B; lezy caly na lewo od A3 Bs).
Punkt posrodku odstepu pomiedzy nimi ,przykryty” jest tez jakas kreska L e

E Ai B A3 B3 Az.. By
~ nazwijmy ja Az Bs
(kreska A3Bs lezy cata w odstepie pomigdzy A; By a A B3).
Réwniez punkt poérodku odstepu pomiedzy As By a A3zBj jest ,przykryty”
— przez kreske, ktéra nazwiemy A4By. =

® e @ L e
Podobnie punkt poérodku odstepu pomiedzy AzBs i A4By, i tak dalej. A1 B1 As B3 TA4B4 A2 B
z

Prawe konice kresek nieparzystych, punkty B, Bs, Bs, .. ., lezg coraz bardzie]
na prawo, ale stale na lewo od punktéw A, A4, Ag, .. .. Ciagi punktéw

By, Bs, Bs, ... oraz Ag, A4, As, . . . skupiaja si¢ wokél pewnego punktu z.
Punkt z nie moze nalezeé do zadnej kreski (bo wnetrze kreski oddziela kazdy
ze swoich punktéw wewnetrznych od koricéw innych kresek, a swdj koniec
oddziela z jednej strony od innych koncéw).
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B W tej samej klasie mozemy zrobié to inaczej, zamiast z podobienistwa
korzystajac bezpoérednio z twierdzenia Talesa. Mianowicie przedtuzamy bok AC
o odcinek réwny BC. Tréjkat BB'C jest rownoramienny, kat AC'B jest jego
katem zewnetrznym, a wiec cztery katy, oznaczone na rysunku 3 kolorem, sg
réwne — proste CD i BB’ sa réwnolegle.

Niestety, nie widaé sposobu udowodnienia omawianego twierdzenia w klasie VI,

gdy uczniowie nie znaja jeszcze twierdzenia Talesa. Ale — dla skompletowania
kolekcji — mozna jeszcze pomysleé¢ o dowodzie rachunkowym (analitycznym)

oraz wektorowym. Ten pierwszy odlézmy na bok, drugi wyszedl mi doéé
skomplikowany — moze ktoé pomoze znalezé co$ prostszego?

A D B

czyli

réwnan

{

z ktorego po wyliczeniu, ze [ =

k
T e (
czyli k(t + 1) = t(t + 1), co wobec dodatniosci statej ¢ konczy dowdd.

Niech k = |b| : |a| . Wydluzajac k-krotnie wektor a, otrzymujemy romb, na
ktérego przekatnej lezy punkt D (rys. 4). Przekatna (traktowana jako wektor)
jest réwna ka + b). Wektory # =d — a i y = b — d sa wspélliniowe, mamy
wiec y = tx dla pewnej stalej dodatniej ¢. Teza dowodzonego twierdzenia
oznacza, ze t = k, a to wynika z nastepujacych rachunkéw (Czytelnik zechce
zinterpretowaé znaczenie pomocniczego parametru [):

y=b-—lka—1b=txe=1t(lka+Ib— a),

(1= )b — lka = tIb + t(Ik — 1)a.

Poniewaz wektory a i b sa liniowo niezalezne, wiec otrzymujemy stad uktad

1-1 = tl

= (1K), |
k
1_t+1>’

Agnieszka WOJCIECHOWSKA

e

)
.

Ponizsze twierdzenia (kazde z osobna) uzasadniajg, ze kreskujac
tréjkat, kolo czy pewien obszar na plaszcezyznie, musimy uzyé
nieprzeliczalnie wielu odcinkéw.

TWIERDZENIE (Baire)

W przestrzeni zupelnej X suma przeliczalnie wielu zbioréw
nigdziegestych jest zbiorem brzegowym (w szczegdlnosci suma ta
nie jest calym zbiorem X).

TWIERDZENIE (Sierpinski)

Zadne continuum nie jest suma przeliczalnie wielu parami
roztacznych zbioréw domknietych (# 0). (Oczywiscie, chodzi
o sume co najmniej dwéch zbioréw.)

CWICZENIE. Jak zastosowaé Twierdzenie Sierpiniskiego do
obszaru na plaszczyznie (brak zwartosci!)?

Jednak te twierdzenia nie rozstrzygaja, czy potrzeba az continuum
odcinkéw do zakreskowania tych figur.

CWICZENIE. Pokazaé, ze kreskujac obszar plaszczyzny, musimy
uzy¢ continuum ’odcinkéw.
(PODPOWIEDZ: Zmodyfikowaé argumentacjg ze strony 6.)
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Tylko dla dorostych

Z problemem kreskowania wiaze sie
nastepujace

TWIERDZENIE (Moore)

Kazda rodzina parami roztacznych triodéw
na plaszczyznie jest przeliczalna.

(Triod to homeomorficzny obraz przestrzeni
zwarte] w ksztalcie litery Y — sumy trzech
odcinkéw o wspdlnym jednym korncu.)

Zatem nie mozna ,zatriodowac” ani tréjkata,
ani kota, ani zadnego obszaru plaszczyzny
(triod jest, oczywiscie, nigdziegestym
podzbiorem kazdej z tych figur).

Ale

czy mozna ,zatriodowaé”
szeScian, czworo$cian lub kule?

Kreskowki przygotowat
Krzysztof OMILJANOWSKI



