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Rys. 3 Polozenie poczatkowe i koncowe
zaznaczono kolorem.

Samochód z n przyczepkami

Bronislaw JAKUBCZYK

Przed dwoma miesiacami pisalismy o zeglowaniu i o Matematycznej Teorii

Sterowania. Teraz opiszemy model matematyczny i niektóre problemy sterowania

dla samochodu z przyczepkami. Zaczniemy od modelu jednoosiowej przyczepki,

który stanowi sam w sobie interesujacy uklad. Ten sam model opisuje ruch

monocykla (tzn. jednokolowego roweru) lub toczacej sie monety. We wszystkich
tych przykladach przyjmujemy upraszczajace zalozenie, ze monocykl czy

przyczepka nie przechyla sie, oraz ignorujemy polozenie katowe kola (lub kól).

Wybieramy uklad wspólrzednych na plaszczyznie, po której porusza sie

przyczepka lub monocykl. Polozenie pojazdu opisuja dwie wspólrzedne

kartezjanskie x i y srodka osi oraz kat <P miedzy osia podluzna przyczepki

a osia x ukladu wspólrzednych (rys. 1).

Sterowaniami niech beda: predkosc u, zmiany kierunku (tzn. kata <P) osi

podluznej przyczepki oraz predkosc v srodka przyczepki w kierunku osi

podluznej. Przyjmiemy tez, ze kola przyczepki (kolo monocykla) tocza sie

bez poslizgu, tzn. predkosc jest skierowana wzdluz osi podluznej. Model
matematyczny naszego ukladu ma postac

d<p dx dy.

cli = u, dt = v cos <P, dt = v sm <p.

Otrzymany uklad jest sterowalny, tzn. mozliwe jest przejscie z dowolnego

polozenia poczatkowego (x p, Yp, <pp) do dowolnego polozenia koncowego

(Xk, yk, <Pk)' Mozemy to uzyskac przez nastepujace ruchy.

1. Poprzez obrót (a wiec przyjmujac sterowania u = ±1, v = O) skierujemy
przyczepke osia podluzna dokladnie w strone punktu (x k , Yk).

2. Przez przesuniecie (jazde po prostej, ze sterowaniem u = O, v = 1) osiagniemy

polozenie koncowe srodka przyczepki (Xk, Yk).

3. Stosujac kolejny obrót, osiagniemy zadane polozenie koncowe kata <Pk.

Przejdzmy teraz do bardziej interesujacego przykladu samochodu. Mozemy go

opisac jako polaczenie dwóch jednoosiowych przyczepek, tak jak na rysunku 2

(prawdziwy samochód ma przednia os nieruchoma, ale mozna uzyc nizej
podanego modelu matematycznego, wprowadzajac tylko ograniczenia na
mozliwosci zmiany kata kól przednich). Dla opisania polozen otrzymanego w ten

sposób ukladu wystarczy uzyc nastepujacych wspólrzednych: <Pl- kat (z osia x)

osi podluznej pierwszej przyczepki, <P2 - kat (z osia x) osi podluznej drugiej

przyczepki, (x, y) - wspólrzedne kartezjanskie srodka pierwszej przyczepki.
Sterowania u oraz v oznaczaja odpowiednio predkosc katowa pierwszej

przyczepki oraz predkosc przesuwania sie. Zakladajac jednostkowa odleglosc osi

otrzymujemy uklad równan

d<Pl d<p2. dx dy.

cli = u, cli = vsm(<pl - <P2), cli = VCOS<Pl, dt = vsm<Pl'

Wykazemy, ze równiez ten uklad jest sterowalny (nasz dowód zaklada mozliwosc

pelnego zakresu zmian katów <Po i <Pt).W naszym rozumowaniu uzyjemy
nastepujacego, raczej oczywistego faktu.

Pierwsza przyczepka, po ewentualnym wstepnym obrocie, moze wykonywac

ruch po dowolnym uogólnionym okregu na plaszczyznie (ruch po uogólnionym

okregu oznacza równiez obrót, który traktujemy jako ruch po okregu o zerowym

promieniu, oraz ruch po prostej, która traktujemy jako okrag o nieskonczonym

promieniu).

Wobec tego, mozemy tak poruszac (sterowac) pierwsza przyczepka, by druga

przyczepka wykonala kolejno ruchy opisane powyzej, które przeniosa ja
z polozenia wyjsciowego w polozenie koncowe (rys. 3). Poniewaz polozenie

drugiej przyczepki wyznacza polozenie srodka pierwszej, pozostaje wykonac
odpowiedni obrót pierwszej przyczepki, by caly uklad przybral zadane polozenie
koncowe.
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Zachodzi tez mocniejszy fakt, a mianowicie druga przyczepka moze równiez

wykonywac ruch po dowolnym uogólnionym okregu na plaszczyznie, przy

czym ruch ten jest bezposrednio mozliwy z wyjsciowego polozenia jej srodka po

odpowiednim wstepnym ruchu pierwszej przyczepki, zachowujacym polozenie

srodka drugiej. Wynika to stad, ze podczas ruchu drugiej przyczepki po

uogólnionym okregu pierwsza wykonuje równiez ruch po uogólnionym okregu,
a wiec ruch dopuszczalny wobec stwierdzonego wyzej faktu.

Rozwazmy wreszcie abstrakcyjny uklad zlozony z n przyczepek kolejno

polaczonych (pierwsze dwie z nich mozemy uwazac za samochód). Stan takiego
ukladu bedzie wyznaczony przez wspólrzedne (x, y) srodka pierwszej przyczepki
oraz katy CPl, CP2, ... , CPn odpowiadajace kolejnym przyczepkom.

Taki uklad jest równiez sterowalny. Podamy tylko

rozumowanie dla trzech przyczepek (czyli samochodu
z przyczepka), które Czytelnik moze latwo sprawdzic

poprzez rysunki. Majac dane polozenie poczatkowe
ukladu, oraz zadane koncowe, rozpoczynamy od ustawienia

pierwszych dwu przyczepek jak na rysunku 4 (jest to mozliwe

wobec stwierdzonego wyzej faktu dla dwu przyczepek).
Nastepnie, poruszajac odpowiednio pierwsze dwie przyczepki,
dokonujemy obrotu trzeciej przyczepki. W kolejnym kroku

przesuwamy jej srodek do zadanego polozenia koncowego.
W przedostatnim kroku znowu dokonujemy obrotu tej

przyczepki, by w ostatnim ustawic pierwsze dwie w zadanym

polozeniu (bez zmiany polozenia trzeciej). Czytelnik moze

spróbowac udowodnic (przez indukcje), ze uklad zlozony z n przyczepek tez jest
sterowalny.

Nasze poprzednie stwierdzenia o mozliwych ruchach poszczególnych przyczepek

w pociagu zlozonym z n przyczepek mozna ogólnie zawrzec w nastepujacym

fakcie (jego dowód jest nietrudny, jesli umiejetnie zastosujemy indukcje).

Poprzez odpowiednie ruchy poprzedzajacych przyczepek przyczepka z numerem k

moze poruszac sie po dowolnym uogólnionym okregu, przy czym ruch ten jest

mozliwy bezposrednio z wyjsciowego polozenia srodka tej przyczepki po wstepnych

ruchach przyczepek poprzedzajacych nie poruszajacych tego srodka.

Wynika z tego nastepujaca wlasnosc: pociag zlozony jedynie z przyczepek

z numerami k, k + 1, ... , n ma te same mozliwosci ruchu, co pociag majacy

dodatkowo pierwszych k - 1 przyczepek, jesli tylko te pierwsze k - 1 przyczepek
"zgaduje intencje" tych nastepnych (tzn. dostosowuje swój ruch odpowiednio do
ruchu nastepnych).

W teorii sterowania wazny jest takze problem obserwowalnosci ukladu.

Wystepuje on wtedy, gdy umowny obserwator nie ma dostepu do wszystkich
wspólrzednych stanu (tzn. uogólnionego polozenia) ukladu, a jedynie do
czesci z nich lub ich funkcji. Problem polega na tym, czy z obserwowanych

wspólrzednych da sie odtworzyc pozostale (znajac równania ukladu oraz

sterowania). Na przyklad, w problemie z zaglówka obserwator na brzegu moze
mierzyc jedynie polozenie katowe lódki, a chcialby odtworzyc obie wspólrzedne
kartezjanskie jej polozenia.

Zajmiemy sie problemem obserwowalnosci dla pociagu zlozonego z n przyczepek.

Zalózmy, ze wspólrzedne dostepne w obserwacji to wspólrzedne (x, y) srodka
pierwszej przyczepki. Taki uklad nie jest obserwowalny. Mianowicie, dla róznych

polozen poczatkowych dalszych przyczepek ruch pierwszej przyczepki zalezy

tylko od jej polozenia poczatkowego oraz zastosowanego sterowania. Nie da sie
wiec wyznaczyc polozenia poczatkowego przyczepek jedynie ze wspólrzednych
srodka pierwszej przyczepki.

Jesli jednak przyjmiemy, ze obserwowane sa wspólrzedne (xn, Yn) srodka
ostatniej przyczepki, uklad staje sie obserwowalny, poniewaz ruch srodka k-tej

przyczepki wyznacza jednoznacznie ruch srodka przyczepki poprzedzajacej.

Istotnie, ruch srodka k-tej przyczepki okresla jednoznacznie odpowiednia

predkosc (choc mozemy miec klopoty z jej praktycznym wyliczeniem).
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W zadaniach i ich rozwiazaniach przyjeto

oznaczenie S Al'" An dla pola wielokata
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B

Kierunek tej predkosci, wobec braku bocznego poslizgu, jest kierunkiem osi

podluznej tej przyczepki, a zatem znamy polozenie k-tej przyczepki. Znajomosc

dlugosci dyszla (odleglosci srodków przyczepek) wyznacza teraz polozenie

srodka przyczepki poprzedzajacej.

Rozpoczynajac od funkcji czasu xn(t) i Yn(t) okreslajacych polozenie srodka

ostatniej przyczepki, wiemy, ze okreslaja one jednoznacznie polozenie srodka

(w czasie) (n - 1)-szej przyczepki, te z kolei poprzedniej i tak dalej. Dochodzimy

do tego, ze polozenia wszystkich przyczepek, lacznie z samochodem, sa okreslone

przez wspólrzedne ostatniej przyczepki, jako funkcje czasu.

Zeby doprecyzowac matematycznie nasze rozumowanie, wystarczy

zalozyc, ze wspólrzedne (Xk, Yk) srodka k-tej przyczepki sa gladkimi

(tzn. rózniczkowalnymi dowolnie wiele razy) funkcjami czasu i srodek ten jest

w ruchu. Musimy to zalozyc dlatego, ze przy przechodzeniu do przyczepki

poprzedzajacej uzywalismy kierunku predkosci, a wiec rózniczkowalismy

wspólrzedne odpowiedniej przyczepki. Dodatkowo kierunek tej predkosci byl

jednoznacznie okreslony jedynie przy predkosci niezerowej.

Jako ostatnia uwage podajemy nastepujaca wlasnosc naszego ukladu, która jest

zwiazana z poprzednio opisanymi wlasnosciami.

Wspólrzedne srodka (xn(t), Yn(t)) ostatniej przyczepki moga kreslic dowolna

krzywa gladka na plaszczyznie. Dodatkowo, jesli okreslona przez nie predkosc nie

znika, to wspólrzedne te, jako funkcje czasu, okreslaja jednoznacznie polozenie

calego pociagu jako funkcje czasu.

Wyjasnienie tej pozornie paradoksalnej wlasnosci lezy w tym, ze do wyznaczenia

polozenia srodka poprzedzajacej przyczepki uzywamy polozenia i predkosci

nastepnej, do polozenia jeszcze wczesniejszej uzywamy polozenia, predkosci

i przyspieszenia, itd.

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 850. Pionowy bok AB kwadratu ABCD zostal podzielony na n odcinków

D w ten sposób, ze suma dlugosci odcinków z parzystymi numerami jest równa sumie

dlugosci odcinków z nieparzystymi numerami. Przez punkty podzialu poprowadzono
proste poziome, uzyskujac n prostokatów, z których kazdy jest rozcinany przez

przekatna BD na dwie czesci: lewa i prawa (rys.). Wykazac, ze suma pól lewych

czesci prostokatów o numerach nieparzystych )est równa sumie pól prawych czesci
prostokatów o numerach parzystych.
Rozwiazanie na str. 5

M 851. Punkty M i N leza na bokach, odpowiednio, BC i CD kwadratu ABCD.

Oznaczmy przez P, Q, R przeciecia odcinków, odpowiednio, AM i BN, BN i M D,

M D i AN. Wykazac, ze

Rozwiazanie na str. 5

C M 852. Zadne dwa boki wypuklego n-kata T nie sa równolegle. Wykazac, ze dla

kazdego punktu °wewnatrz T istnieje co najwyzej n prostych przechodzacych

przez O, z których kazda rozcina T na dwie czesci o równych polach.

Rozwiazanie na str. 9

Redaguje Ewa CZUCHRY

F 479. Proste urzadzenie do podlewania ogrodu sklada sie z rurki o dlugosci

l = 40 cm i srednicy d = 5 mm z zagietymi prostopadle koncami. Rurka moze

sie obracac w plaszczyznie poziomej wokól swojej osi symetrii, przy czym
moment sil tarcia jest wprost proporcjonalny do predkosci katowej rurki, ze

wspólczynnikiem proporcjonalnosci Q = 5 kg m3/s. Do rurki doprowadzamy wode

w ilosci w = 0,2 dm3/s. Z jaka predkoscia katowa bedzie obracac sie urzadzenie?
Rozwiazanie na str. 5

F 480. Oszacowac zasieg zraszania ogrodu przez urzadzenie opisane w poprzednim

zadaniu, jesli znajduje sie ono na wyskosci h = 1 m nad powierzchnia ziemi.

Rozwiazanie na str. 5
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