Samochéd z n przyczepkami

Bronistaw JAKUBCZYK

Przed dwoma miesiacami pisalidémy o zeglowaniu i o Matematycznej Teorii
Sterowania. Teraz opiszemy model matematyczny i niektére problemy sterowania
dla samochodu z przyczepkami. Zaczniemy od modelu jednoosiowej przyczepki,
ktéry stanowi sam w sobie interesujacy uklad. Ten sam model opisuje ruch
monocykla (tzn. jednokolowego roweru) lub toczacej si¢ monety. We wszystkich
tych przykladach przyjmujemy upraszczajace zalozenie, ze monocykl czy
przyczepka nie przechyla sig, oraz ignorujemy polozenie katowe kota (lub két).

Wybieramy uktad wspéirzednych na ptaszczyinie, po ktérej porusza sig
przyczepka lub monocykl. Polozenie pojazdu opisuja dwie wspétrzedne
kartezjanskie z i y érodka osi oraz kat ¢ miedzy osia podtuzng przyczepki
a osia ¢ ukladu wspdlrzednych (rys. 1).

Sterowaniami niech beda: predkos¢ u, zmiany kierunku (tzn. kata ¢) osi
podluinej przyczepki oraz predkosé v srodka przyczepki w kierunku osi
podiuinej. Przyjmiemy tez, ze kola przyczepki (kolo monocykla) tocza sig
bez poslizgu, tzn. predkosé jest skierowana wzdtuz osi podtuznej. Model
matematyczny naszego uktadu ma postaé

d¢ dz

a - dt
Otrzymany uklad jest sterowalny, tzn. mozliwe jest przejécie z dowolnego
polozenia poczatkowego (zp,yp, ¢p) do dowolnego polozenia koncowego
(zk, Yk, #x). Mozemy to uzyskaé przez nastepujace ruchy.

Rys. 1

= vcos @, —y=vsin¢:.

1. Poprzez obrét (a wiec przyjmujac sterowania u = 1, v = 0) skierujemy
przyczepke osig podtuzna dokladnie w strone punktu (o, yx).

2. Przez przesuniecie (jazde po prostej, ze sterowaniem u = 0, v = 1) osiagniemy
polozenie koticowe érodka przyczepki (zk, yi).

3. Stosujac kolejny obrét, osiagniemy zadane polozenie koficowe kata ¢y.

Rys. 2 PrzejdZzmy teraz do bardziej interesujacego przykladu samochodu. Mozemy go
opisaé jako polaczenie dwéch jednoosiowych przyczepek,tak jak na rysunku 2
(prawdziwy samochéd ma przednig o$ nieruchoma, ale mozna uzy¢ nizej
podanego modelu matematycznego, wprowadzajac tylko ograniczenia na
mozliwoéci zmiany kata két przednich). Dla opisania polozen otrzymanego w ten
sposéb uktadu wystarczy uzyé nastepujacych wspélrzednych: ¢, — kat (z osia x)
osi podluznej pierwszej przyczepki, ¢s — kat (z osia ) osi podluznej drugiej
przyczepki, (z,y) — wspolrzedne kartezjanskie srodka pierwszej przyczepki.
Sterowania u oraz v oznaczaja odpowiednio predkosé katowa pierwszej
przyczepki oraz predko$é przesuwania sie. Zakladajac jednostkowa odleglosé osi
otrzymujemy uklad réwnan

d d . dz d ;

—jt-l- = u, % = vsin(¢y — ¢2), i v cos ¢y, d_:? = vsin ¢;.
Wykazemy, ze réwniez ten uklad jest sterowalny (nasz dow6d zaktada mozliwosé
pelnego zakresu zmian katéw ¢g i ¢1). W naszym rozumowaniu uzyjemy

nastepujacego, raczej oczywistego faktu.

Pierwsza przyczepka, po ewentualnym wstepnym obrocie, moze wykonywaé
ruch po dowolnym uogdlnionym okregu na plaszczyznie (ruch po wogdlnionym
okregu oznacza réwniez obrdt, ktéry traktujemy jako ruch po okregu o zerowym
promieniu, oraz ruch po prostej, kidrq traktujemy jako okrgg o nieskoticzonym
promientu).

Wobec tego, mozemy tak poruszad (sterowac) pierwsza przyczepkq, by druga
s przyczepka wykonala kolejno ruchy opisane powyzej, ktére przeniosa ja
--'g z polozenia wyjéciowego w polozenie koncowe (rys. 3). Poniewaz polozenie
drugiej przyczepki wyznacza polozenie srodka pierwszej, pozostaje wykonaé
Rys. 3 Pologenie poczatkowe i kofcowe ~ Odpowiedni obrét pierwszej przyczepki, by caly uktad przybral zadane polozenie
zaznaczono kolorem. koncowe.
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Zachodzi tez mocniejszy fakt, a mianowicie drugae przyczepka moze réwnies
wykonywac ruch po dowolnym uogélnionym okregu na plaszczyinie, przy

czym ruch ten jest bezposrednio mozliwy z wyjsciowego potozenia jej srodka po
odpowiednim wstepnym ruchu pierwszej przyczepki, zachowujgcym potozenie
srodka drugiej. Wynika to stad, ze podczas ruchu drugiej przyczepki po
uogdlnionym okregu pierwsza wykonuje réwniez ruch po uogdlnionym okregu,
a wiec ruch dopuszczalny wobec stwierdzonego wyzej faktu.

Rozwazmy wreszcie abstrakcyjny uklad zlozony z n przyczepek kolejno
potaczonych (pierwsze dwie z nich mozemy uwazaé za samochéd). Stan takiego
uktadu bedzie wyznaczony przez wspétrzedne (z, y) Srodka pierwszej przyczepki
oraz katy ¢1,¢s,. .., ¢, odpowiadajace kolejnym przyczepkom.

.- Taki uklad jest rowniez sterowalny. Podamy tylko
Tl rozumowanie dla trzech przyczepek (czyli samochodu
Bal z przyczepka), ktére Czytelnik moze tatwo sprawdzié
poprzez rysunki. Majac dane polozenie poczatkowe
ukladu, oraz zadane koncowe, rozpoczynamy od ustawienia
pierwszych dwu przyczepek jak na rysunku 4 (jest to mozliwe
wobec stwierdzonego wyzej faktu dla dwu przyczepek).
Nastepnie, poruszajac odpowiednio pierwsze dwie przyczepki,
dokonujemy obrotu trzeciej przyczepki. W kolejnym kroku
przesuwamy jej $rodek do zadanego polozenia konicowego.
W przedostatnim kroku znowu dokonujemy obrotu tej
przyczepki, by w ostatnim ustawié pierwsze dwie w zadanym
polozeniu (bez zmiany polozenia trzeciej). Czytelnik moze
sprébowaé udowodnié (przez indukcje), ze uklad zlozony z n przyczepek tez jest
sterowalny.

Nasze poprzednie stwierdzenia o mozliwych ruchach poszczegdlnych przyczepek
w pociagu zlozonym z n przyczepek mozna ogélnie zawrzeé w nastepujacym
fakcie (jego dowdd jest nietrudny, jesli umiejetnie zastosujemy indukeje).

Poprzez odpowiednie ruchy poprzedzajgcych przyczepek przyczepka z numerem k
moze poruszaé si¢ po dowolnym wogélnionym okregu, przy czym ruch ten jest
mozliwy bezposrednio z wyjsciowego polozenia srodka tej przyczepki po wstepnych
ruchach przyczepek poprzedzajgcych nie poruszajgcych tego srodka.

Wynika z tego nastepujaca whasnoéé: pociag ztozony jedynie z przyczepek

z numerami k, k + 1,...,n ma te same mozliwosci ruchu, co pociag majacy
dodatkowo pierwszych k — 1 przyczepek, jesli tylko te pierwsze k — 1 przyczepek
szgaduje intencje” tych nastepnych (tzn. dostosowuje swéj ruch odpowiednio do
ruchu nastepnych).

W teorii sterowania wazny jest takze problem obserwowalnoéci uktadu.
Wystepuje on wtedy, gdy umowny obserwator nie ma dostepu do wszystkich
wspotrzednych stanu (tzn. uogdlnionego polozenia) uktadu, a jedynie do

czesci z nich lub ich funkeji. Problem polega na tym, czy z obserwowanych
wspotrzednych da sig odtworzyé pozostale (znajac réwnania uktadu oraz
sterowania). Na przyklad, w problemie z zagléwka obserwator na brzegu moze
mierzy¢ jedynie polozenie katowe 16dki, a chcialby odtworzyé obie wspolrzedne
kartezjanskie jej polozenia.

Zajmiemy si¢ problemem obserwowalnosci dla pociagu ztozonego z n przyczepek.
Zalézmy, 7e wspélrzedne dostepne w obserwacji to wspStrzedne (z,y) srodka
pierwszej przyczepki. Taki uklad nie jest obserwowalny. Mianowicie, dla réznych
polozen poczatkowych dalszych przyczepek ruch pierwszej przyczepki zalezy
tylko od jej potozenia poczatkowego oraz zastosowanego sterowania. Nie da sie
wige wyznaczyé polozenia poczatkowego przyczepek jedynie ze wspétrzednych
srodka pierwszej przyczepki.

Jedli jednak przyjmiemy, ze obserwowane sa wspétrzedne (25, yn) srodka
ostatniej przyczepki, uktad staje sie obserwowalny, poniewaz ruch srodka k-tey
przyczepki wyznacza jednoznacznie ruch Srodka przyczepki poprzedzajgces.

Istotnie, ruch srodka k-tej przyczepki okreéla jednoznacznie odpowiednia
predko$é (cho¢ mozemy mieé ktopoty z jej praktycznym wyliczeniem).
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Kierunek tej predkoéci, wobec braku bocznego poslizgu, jest kierunkiem osi

% podtuznej tej przyczepki, a zatem znamy polozenie k-tej przyczepki. Znajomosé
dhugodci dyszla (odlegtosci srodkéw przyczepek) wyznacza teraz potozenie
érodka przyczepki poprzedzajacej.

Rozpoczynajac od funkeji czasu z,(t) 1 y,(t) okredlajacych polozenie érodka
ostatniej przyczepki, wiemy, ze okreslaja one jednoznacznie polozenie srodka

(w czasie) (n — 1)-szej przyczepki, te z kolei poprzedniej i tak dalej. Dochodzimy
do tego, ze polozenia wszystkich przyczepek, lacznie z samochodem, sa okreslone
przez wspoélirzedne ostatniej przyczepki, jako funkcje czasu.

Zeby doprecyzowaé matematycznie nasze rozumowanie, wystarczy

zalozyé, ze wspéhrzedne (2, yi) Srodka k-tej przyczepki sa gladkimi

(tzn. rézniczkowalnymi dowolnie wiele razy) funkcjami czasu i érodek ten jest
w ruchu. Musimy to zalozy¢ dlatego, ze przy przechodzeniu do przyczepki
poprzedzajace] uzywaliémy kierunku predkosci, a wiee rézniczkowaliémy
wspélrzedne odpowiedniej przyczepki. Dodatkowo kierunek tej predkosci byt
jednoznacznie okreslony jedynie przy predkosci niezerowej.

Jako ostatnia uwage podajemy nastepujaca wlasno§é naszego ukladu, ktéra jest
zwiazana z poprzednio opisanymi whasnodciami.

Wspotrzedne srodka (z,(t),yn(t)) ostatniej przyczepki mogq kresli¢ dowolng
krzywq gtadkq na plaszezyinie. Dodatkowo, jesli okreslona przez nie predkosé nie
znika, to wspdtrzedne te, jako funkcje czasu, okreslajq jednoznacznie polozenie
calego pociggu jako funkcje czasu.

Wyjaénienie te] pozornie paradoksalnej wlasnosci lezy w tym, ze do wyznaczenia
potozenia érodka poprzedzajace] przyczepki uzywamy polozenia i predkosci
nastepnej, do polozenia jeszcze wezesniejszej uzywamy polozenia, predkosci

1 przyspieszenia, itd.

Redaguje Lukasz WIECHECKIT

M 850. Pionowy bok AB kwadratu ABC D zostal podzielony na n odcinkdéw

w ten sposdb, ze suma dlugoéci odcinkéw z parzystymi numerami jest réwna sumie
dlugosci odcinkéw z nieparzystymi numerami. Przez punkty podzialu poprowadzono
proste poziome, uzyskujac n prostokatéw, z ktérych kazdy jest rozcinany przez
przekatna BD na dwie czeéci: lewa i prawg (rys.). Wykazaé, ze suma pdl lewych
czesci prostokatéw o numerach nieparzystych jest réwna sumie pdl prawych czesci
prostokatéw o numerach parzystych.

Rozwiazanie na str. 5

M 851. Punkty M i N leza na bokach, odpowiednio, BC' i C'D kwadratu ABCD.
Oznaczmy przez P, Q, R przeciecia odcinkéw, odpowiednio, AM i BN, BN i M D,
MD i AN. Wykazad, ze

Sapqgr = SeMP + Smcng + SriD.
Rozwiazanie na str. 5

B c

M 852. Zadne dwa boki wypuklego n-kata T nie sa réwnoleglte. Wykazaé, ze dla
kazdego punktu O wewnatrz T istnieje co najwyzej n prostych przechodzacych
W zadaniach i ich rozwigzaniach przyjeto przez O, z ktérych kazda rozcina T na dwie czedci o réwnych polach.

oznaczenie Sa,...a, dla pola wielokata Rozwiazanie na str. 9
Ai... Ay

Redaguje Fwa CZUCHRY

F 479. Proste urzadzenie do podlewania ogrodu sklada sie z rurki o diugosci
= 40 cm 1 érednicy d = 5 mm z zagietymi prostopadle koficami. Rurka moze
sie obracaé w plaszczyZnie poziomej wokdl swojej osi symetrii, przy czym
moment sil tarcia jest wprost proporcjonalny do predkosci katowe]j rurki, ze
/\ wspélczynnikiem proporcjonalnoéci o = 5 kg m®/s. Do rurki doprowadzamy wode
w ilodci w = 0,2 dm®/s. Z jaka predkoscia katowa bedzie obracaé sie urzadzenie?
Rozwiazanie na str. 5

F 480. Oszacowaé zasieg zraszania ogrodu przez urzadzenie opisane w poprzednim
zadaniu, jeéli znajduje si¢ ono na wyskosci h = 1 m nad powierzchnia ziemi.
Rozwiazanie na str. 5
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