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Skrét regulaminu
Kazdy moze nadsylaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesiaca n 4 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwigzania czterech, trzech, dwéch
f— lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesige lub z dowolnymi
— przerwami. Rozwigzania zadari z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
. umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnoédci danego zadania:
WT = 4 - 35/N, gdzie § oznacza sumg ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek = dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdltowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Redaguje Marcin E. KUCZMA
Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 3/1998

Przypominamy tresé zadan:

zamy graf skierowany, w ktdrym kazde dwa zgodnym 2 ich orientacjg.

chotki a, b polaczone dokladnie jedna z dwdch

! . 358. Liczby rzeczywiste aq, ..., a, spelniaja dla kazdej liczby
towanych krawedszi: &= b lub b — a. Ponadto kazda.lkl‘awg:e_lz rzeczywistej © nieréwnoéd
jest pomalowana albo na zdélto albo na czerwono. Udowodnié, e jra . $7ea )
#e istnieje wierzcholek, z ktérego mozna do kazdego innego a3 8IN°Z + a3 SIn"2x + a3 SIn"3r + ... + @y sin“nr > 0.
wierzcholtka dotrzeé wazdluz krawedzi jednego koloru, w kierunku Czy stad wynika, ze ay +az4+as+ ... +a, >07

357. Gdy liczba wierzcholkéw grafu wynosi 1 lub 2, nie ma czego dowodzié. Ustalmy
liczbe naturalng n > 3; zalézmy, Ze twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego grafu o liczbie
wierzcholkéw mniejszej od n i weimy pod uwage graf n-wierzcholkowy, o jakim mowa

w zadaniu. Zbiér jego wierzcholkéw oznaczmy przez X .

Wierzcholek, z ktérego do kazdego innego wierzcholka prowadzi droga jednokolorowa,
bedziemy nazywali wierzcholkiem Zrédlowym. Mamy dowiesé, ze taki wierzcholek istnieje.

Weimy dowolny wierzcholek a € X. Niech b bedzie dowolnym wierzcholkiem zrédlowym dla
zbioru X \ {a} (istnieje w my$l zalozenia indukcyjnego). Jezeli krawed# laczaca wierzcholki

a i b ma kierunek b — a, to b jest wierzcholkiem #rédlowym dla X i teza jest udowodniona.

Zalézmy wiec, ze a — b jest krawedzia grafu; mozemy przyjaé, ze ma ona kolor zdlty.

Oznaczmy przez Z zbiér wszystkich wierzcholkéw w zbiorze X \ {a}, do ktdrych mozna

z wierzchotka b dotrzeé droga zdlta. Niech ¢ bedzie dowolnym wierzcholkiem zrédlowym dla
zbioru (X \ Z\ {#}) U {a} (zalozenie indukcyjne). Jeéli ¢ = a, to jest to wierzcholek srédiowy
dla calego zbioru X . Przyjmijmy zatem, ze ¢ # a.

Z wierzcholka c prowadzi do a droga jednokolorowa. Jezeli jest ona #élta, to c jest
wierzcholkiem Zrédlowym dla X . Jezeli jest ona czerwona, to b jest wierzcholkiem zrédlowym
dla X. To koriczy dowdd indukcyjny.

358. Odpowied#: tak. Dowdd: aby uniknaé ,wielopigtrowych” wskaénikéw, bedziemy
pisaé a(m) zamiast amm. Przyjmijmy ponadto a(m) = 0 dla m > n oraz oznaczmy sume
a(l) + ...+ a(n) przez s. Udowodnimy, ze dla k = 0,1, 2, 3,... zachodzi nieréwnoséé

(1) E a(2%j) cos(2¥jz) < s dla z € R;
=1
Czoléwka ligi zadaniowe)j uzyty symbol oznacza — formalnie — sume szeregu nieskoriczonego (sumowanie po wszystkich
Klub 44 M dodatnich liczbach calkowitych j), ale faktycznie jest to suma skoriczona, bo prawie wszystkie
po uwzglednieniu ocen rozwiazar skladniki sa zerami.
zadan 349 (WT=1,38) i 350 (WT=2,33)
2z numeru 11/1997 Dowéd przez indukcje. Dla & = 0 mamy sume

Maciej Mostowski = Warszawa 42,81 Il fl 5 . it SR R

Piotr :(um:r - — Olsziyn 35,39 E :a(J}COS{Jx} - Z a‘{J}(l She 25'“‘2(-71"1{2}) =85=12 E a(3)31n2{3x,f'2),

Witold Bednarek - bLadg 32,66 JI 3 J

Bogumila Piotrowaka - Ziclona Géra 32,41 gy ‘ - p? x z

Zbigniew Skalik - Pyskowice 32,15 a wartos¢ otrzymanego wyrazenia nie przekracza s, zgodnie z warunkiem zadania. Ustalmy
liczbg calkowita k > 0 i przyjmijmy, ze warunek (1) jest dla niej spelniony. Zastepujac = przez
z + 2~ Fr dostajemy nieréwnosé
@) D a(2¥5) cos(2Hiz + jm) = D a(2¥))(~1) cos(2¥jz) < 5.

Czoléwka ligi zadaniowe] 1 J
Klub 44 F Dodajemy zwiazki (1) i (2) stronami i po podzieleniu przez 2 otrzymujemy:
po uwzglednieniu ocen rozwigzan i i g L 5
zadan 250 (WT'=2,70) i 251 (WT=3,00) E a(2%j) cos(2%jz) < 5, cayli E a(2"j) cos(2¥+1 jz) < s
z numeru 1/1998 j=2,468,.. 3=1,2,34,...

2:::: ‘I:i‘::‘“h - ,';’,:1:::"““ ?2‘;; - czyli tez¢ indukcyjna. To dowodzi prawdziwoéci zdania (1) dla wszystkich nieujemnych liczb

Marek Wéjcicki - Szczecin 13,88 calkowitych k. Bierzemy teraz liczbe k tak duza, by 25 > n. Suma po lewej stronie (1) ma

Aleksander Surma - Myszhkdw 11,08 wowcezas wartosé 0, co ozZnacza, Ze s 2 0.
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Rys. 2

Redaguje Jerzy B. BROJAN
Rozwiazania zadan z fizyki z numerun 3/1998
Przypominamy tres¢ zadan:

254. Samochodzik-zabawka ma naped zardwno na przednia, jak i na tylna os, lecz wskutek bledu
konstrukcyjnego na kazdych 10 obrotéw przednie] osi preypada 11 obrotdw tylne) osi (promieni
kétek jest jednakowy). Jedli masa samochodzika wynosi 300 g, obie osie sg jednakowo obcigzone,

a wspolczynnik tarcia kélek o podloze jest réwny 0,6, to jaka jest minimalna moc silnika pozwalajaca

na jazde z predkoscia 15 cm/s po torze poziomym?

255. W obwodzie przedstawionym na rysunku 1 czestotliwosd zasilania wynosi f = 50 Hz, opornogd
opornika K = 100 §1, pojemnodé konder yka
wartoséci

ora C' = 20 uF, a zaréwki sa jednakowe. Charaktery

pradowo-napieciowa zardwek | wiona na rysunku 2. Okazalo sie, 2e przy p
skutecznej napigcia grodia U ywki palily sig jednakowo silnie, a przy wyas:
— niejednakowo. Obliczyé¢ wartodé U. Ktéra zardéwka palila si¢ jasnie) pray wy:

a

1 nizs:

/1N napieciu

zym, a ktora pray
niZszym napieciu?

254. Jesli élizgac sie beda tylne kélka, to przesunieciu samochodzika o 15 ¢cm

bedzie towarzyszylo przesunigcie obrzeza tylnych kélek wzgledem samochodzika

0 15-11/10 cm = 16,5 cm, czyli nastapi poslizg o 1,5 cm. Praca przeciw sile tarcia wynosi

w takim przypadku 150 g - 9,8 m/s? . 0,6 - 1,5 cm = 0,013 J. Jesli natomiast élizgaé si¢ beda
przednie kélka, to przesuniecie ich obrzeza wyniesie 15-10/11 em = 13,64 cm, nastapi poslizg
o 1,36 cm, a odpowiednia praca bedzie réwna 0,012 J. W zasadzie przy jednakowym obciazeniu
osi poélizg méglby nastapié na dowolnej osi (lub jednoczeénie na obu osiach, z podrednia
wartosdcig pracy), lecz poniewaz dowolnie mata dodatkowa sila oporu spowoduje poslizg tylnych
kélek, wige prawidlowa wartosé mocy wynosi raczej 0,013 W,

255. Gdy zaréwki pala sie jednakowo, ich opér (iloraz U/I) ma jednakowa wartoéé, ktéra
oznaczymy przez R'. Impedancja galezi z kondensatorem jest dana wzorem Z; = /R 4 Z2,,
gdzie Zo = 1/Cw, natomiast impedancja galezi z opornikiem jest réwna Z, = R' + R.
Przyréwnujac Z; do Z; wyznaczamy R':

» Z% - R?
~ TR

W punkcie przeciecia odpowiedniej prostej z wykresem charakterystyki pradowo-napieciowej
odczytujemy natezenie pradu I & 0,53 A, a dalej obliczamy U = I(R' + R) =~ 94 V. Przy
nizszym napieciu Zrédla opdr zaréwek jest mniejszy, a wtedy decydujaca role odgrywa fakt,
2e Zo > R — zatem Z7 > Z3 1 jasniej pali sie zaréwka w galezi z opornikiem. Przy wyzszym
napieciu Zrédla (i wiekszym oporze zaréwek) sytuacja jest przeciwna, gdyz wtedy Z2 > Z;.

R' = 76,7 Q.

Pozytek

z ciggu stalego

=

Okazuje sie, ze twierdzenie o tym, iz ciag staly jest zbiezny, ma zupelnie ciekawe
zastosowania. Oto dwa przyklady. Pierwszy pochodzi z czaséw wojen punickich,
a drugi z czaséw Wiosny Ludéw.

Dla obliczenia pola powierzchni kuli umieszczamy ja wewnatrz opisanego na niej
walca, a nastepnie obie powierzchnie tniemy na paski réwnolegle do podstawy walca.
Powierzchni¢ kazdego paska kuli przyblizamy powierzchnia boczna stozka scietego
stycznego do niej w polowie swojej wysokosci. Okazuje sie, ze pole paska walca
i pole powierzchni bocznej tego stozka jest w kazdej czeéei podziatu takie samo. Oto
rachunek: z oczywistego podobietistwa tréjkatéw OPS i QPR (rysunek przedstawia
osiowy przekréj rozpatrywanych bryl) mamy

%: %, czyih OP-PR=PS5.-QP, zatem r-%:f- %,
skad wynika, ze 2rrh = 27x7l. Dla calej powierzchni kuli otrzymujemy przyblizenie
réwne sumie paskéw powierzchni bocznej walca, czyli 4wr?. Przyblizajac powierzchnie
kuli coraz dokltadniej, czyli biorac coraz wezsze paski, za kazdym razem otrzymujemy
ten sam wynik — tyle tez w granicy jest réwne pole powierzchni kuli.

Oto sposéb na udowodnienie Podstawowego Twierdzenia Analizy, czyli ze jedli

f' — pochodna funkeji f — jest calkowalna w sensie Riemanna, to zachodzi
b

[ f' = £(b) — f(a). Zgodnie z twierdzeniem o wartoéci Sredniej mamy

a

() = f(a) = (£(0) — f(ex)) + (fex) = flex—1)) + ... + (f(c1) = f(a)) =
= f'(&x)(b — ck) + f'(€x—1)(ck — ck—1) + ... + f'(€0)(c1 — a)
(gdzie & zostaly wybrane z odpowiednich przedzialéw).
Prawa strona tych réwnoéci dla tzw. normalnego ciagu podzialéw (czyli ciagu
podzialéw, w ktérych dlugosé najdluiszego z przedzialéw dazy do zera) jest zbiezna
z definicji do rozwazanej catki, a ciag przyblizefi znéw jest ciagiem stalym.
MK. i M.
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