
Jest takie równanie

Krzysztof CIESIELSKI

Oryginalne, niestandardowe przyklady dodaja matematyce uroku.

Czasem chcialoby sie zawolac: "to niemozliwe, cos takiego nie moze

istniec!". Dziwnych obiektów matematycznych jest bardzo wiele. To

opowiadanie bedzie o jednym z nich.

Rozwazmy plaszczyzne z wprowadzonym kartezjanskim ukladem

wspólrzednych i zalózmy, ze w kazdym jej punkcie umieszczona

zostala jakas liczba. Szukamy funkcji (o argumentach i wartosciach

rzeczywistych) wyznaczonej w pewien sposób przez zadane liczby.

Chodzi o to, ze jesli (xo, yo) nalezy do wykresu funkcji, to pochodna

funkcji w xo ma byc równa wlasnie liczbie "zaczepionej" w (xo, yo).

Gdy przypomnimy sobie geometryczna interpretacje pochodnej,

mozemy powiedziec, ze mamy w kazdym punkcie dany kat nachylenia

stycznej do wykresu nieznanej funkcji, a funkcje, która do tych

stycznych "pasuje", chcemy znalezc.

x

Rys. 1

Zapiszmy to formalnie. Dane jest odwzorowanie f : JP?2 -+ JP?. Szukamy

funkcji y : JP? -+ JP? (ewentualnie dziedzina moze byc przedzial zawarty

w JP?), takiej, ze dla kazdego argumentu x funkcji y spelniony jest

warunek y'(x) = f(x, y(x».

Zapisane powyzej równanie to równanie rózniczkowe zwyczajne.

Poszukujac funkcji, której wykres lezy na plaszczyznie "zgodnie"

z zadanymi pochodnymi, dobrze jest narzucic jeszcze jeden warunek:

wykres szukanej funkcji y zmiennej x powinien przechodzic przez

pewien wyznaczony punkt plaszczyzny. Warunek ten, zwany

warunkiem poczatkowym, zapisujemy: y(xo) = yo, gdzie (xo, Yo)

to wlasnie dany punkt na plaszczyznie. Klasyczne w teorii równan

rózniczkowych zadanie znalezienia funkcji, spelniajacej takie dwa

warunki, nazywane jest problemem Cauchy'ego.

Nasuwaja sie dwa naturalne pytania. Po pierwsze, czy rozwiazanie

- to znaczy odpowiednia funkcja, okreslona w jakims przedziale,

zawierajacym xo - istnieje? Po drugie, jesli istnieje, to czy jest

w tym przedziale jedyna? Latwo sie domyslic, ze zalezy to przede

wszystkim od funkcji f.
Twierdzenie (uproszczona wersja twierdzenia Peano o istnieniu). Jezeli funkcja

J : [xo, Xo + a] X [Yo - b, Yo + b] -l!\ jest ciagla, to dla pewnego a > Oproblem

{ y/ex) = J(x, y(x»,y(xo) = Yo

ma rozwiazanie w przedziale [xo, Xo + a].
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Dobrego
nigdy za wiele

Piotr CHRZASTOWSKI

Wpadl do mnie Pawel, mój bardzo bliski

przyjaciel. Postawil dwie identyczne puszki
na stole.

- Mam fajna zabawe - powiedzial. - To

gra, w której mozesz tylko zyskac. Chodzi

o to, zebys zyskal jak najwiecej.

Zasady sa takie: za chwile pójde do

sasiedniego pokoju i zaczne rzucac moneta

tak dlugo, az wypadnie orzel. Zanotuje,

ile reszek zdazylo wypasc przed pierwszym

pojawieniem sie orla, i jesli bedzie ich n,

to do jednej puszki (nie bedziesz wiedzial,

do której) wloze 3n zlotych, a do drugiej

3n+1 zl. Nastepnie przyniose ci obie

puszki. Ty bedziesz mógl dowolna z nich

otworzyc i sprawdzic, ile zawiera pieniedzy.

Nastepnie albo bierzesz to, co widzisz,

albo decydujesz sie na wzie<;iepieniedzy

z drugiej puszki. To sa zasady. Teraz

chodzi o to, zebys opracowal najlepsza

strategie: kiedy warto zatrzymac to, co

widzisz, a kiedy decydowac sie na te druga

puszke?

Zaczalem przygladac sie zalozeniom.

Mozliwe uklady par gotówki w puszkach

to (1,3), (3, 9), (9, 27), .... Oczywiscie,

uklady te sa rozlozone wedlug nastepujacej

reguly: para (1,3) bedzie sie pojawiac

z prawdopodobienstwem t (bo w polowie

przypadków orzel wypadnie od razu),

para (3,9) z prawdopodobienstwem

t (bo w jednej czwartej przypadków
zostanie wyrzucona najpierw jedna

reszka, a tuz po niej orzel), para (9,27)

z prawdopodobienstwem k, itd. Zawsze
bedzie tak, ze prawdopodobienstwo

wystapienia dowolnej pary jest dwa razy

wieksze, niz tej, która bezposrednio po niej

nastepuje. Zwykly rozklad geometryczny.

Zrobilismy jedna próbe. W puszce, która

otworzylem, zobaczylem 3 zlote. Aha,

to znaczy, ze w drugiej puszce jest albo

jedna zlotówka, albo jest ich tam 9.

Oczywiscie to, ze jest ich tam 9, jest

dokladnie 2 razy mniej prawdopodobne,

niz to, ze jest tam pojedynczy zlocisz: w

koncu uklad (1,3) jest dokladnie 2 razy

bardziej prawdopodobny niz uklad (3,9).
Poniewaz inne uklady juz nie wchodza

w gre, wiec z prawdopodobienstwem f
mamy w drugiej puszce jedna zlotówke,

a z prawdopodobienstwem t dziewiec
zlotych. Jezeli zdecydujemy sie na wziecie
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zawartosci tej drugiej puszki, to sredmo

dostaniemy ~1 + t9 zl, ewidentnie wiecej
niz, co prawda, gwarantowane, ale tylko

3 zl, które bysmy mieli pozostajac przy

pierwszej puszce.

Co by bylo, gdybym otworzywszy

pierwsza puszke, zobaczyl w niej inne

kwoty? Z jedynka nie ma problemu: bez

zastanowienia biore 3 zl z drugiej puszki.

A dla wiekszych wartosci? Zalózmy,

ze widze 3i zl. Oznacza to, ze w drugiej

puszce z prawdopodobienstwem ~ znajde

3i-1 zl, a z prawdopodobienstwem t
zobacze 3i+1 zl. Jezeli zatem zdecyduje

sie na druga puszke, to srednio dostane

~3i-l + t3i+1 zl. Poniewaz sam drugi
skladnik tej sumy jest równy 3i, wiec
oczekiwana wartosc zysku przy wzieciu

kwoty z drugiej puszki jest ostro wieksza,

niz oczekiwana (a przy okazji pewna)

kwota z puszki, która otworzylem.

No to wszystko jest jasne! Strategia

okazala sie bardzo prosta: wystarczy

po otworzeniu zawsze decydowac sie na

te druga puszke, a na pewno srednio

wyjdziemy lepiej, niz pozostajac przy

kwocie z tej otwartej.

Zaraz, zaraz ... To po co w ogóle otwierac

i sprawdzac, co jest w tej pierwszej puszce?

Skoro i tak zawsze dostaniemy srednio

wiecej, niz to, co w niej zobaczymy, to

nie ma sensu sie meczyc z otwieraniem,

tylko od razu wziac te druga puszke·

Uproszczona strategia jest wiec taka.

Wybierz dowolna puszke, a potem otwórz

ja, albo i nie - jak chcesz - bylebys tylko

pamietal, zeby ostatecznie wziac te druga

puszke! Na pewno wyjdziesz na tym

srednio lepiej, niz gdybys pozostal przy

pierwszym wyborze.

Cos tu jednak nie gra. No bo skoro nie

musimy puszki otwierac, to co by bylo,

gdybysmy jako pierwsza wybrali te druga,

niby lepsza? Wybranie pozostalej puszki

musialoby nam przyniesc srednio strate·

Ponadto przeciez gdy stoimy przed dwiema

zamknietymi puszkami, to nie sposób

stwierdzic, która jest lepsza. Czyzby

jednak otwarcie puszki bylo konieczne do

zastosowania prawidlowej strategii?

Wyglada na to, ze tak. No wiec dobrze.

Mamy przed soba dwie nierozróznialne

puszki. Bierzemy jedna do reki, na razie

wszystko jedno która, i powoli uchylamy

wieczko. Jeszcze nic nie widzimy, jeszcze

wszystko jedno, na która puszke sie

zdecydujemy, ale po chwili dostrzegamy

pare monet na dnie: wyglada na to,

ze jest wiecej niz 3, ale nie az 27, czyli

zapewne 9...
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Jesli funkcja f jest odpowiednio "porzadna" (przy czym nie

musimy wymagac wiele, por. twierdzenie wydrukowane kolorem),

to problem Cauchy'ego ma rozwiazanie. Troche bardziej

wysublimowane zalozenia nalezy podac w celu zagwarantowania

jedynosci rozwiazania, ale i tu nie jest zle, jezeli wystarczy nam

jednoznacznosc lokalna. Lokalna jednoznacznosc oznacza,

ze jesli startujemy od punktu (xo, Yo), to w pewnym przedziale

(xo - /5,Xo + /5) rozwiazanie jest jedyne.

N ajwyzszy czas na pare prostych przykladów. Rozwazmy równanie

y' (x) = 1; w kazdym punkcie pochodna szukanej funkcji jest stala.

Rys. 2

Rozwiazania musza byc prostymi nachylonymi do osi odcietych

pod katem 45° (rys. 2). Wszystkie je mozna opisac wzorem:

y(x) = x + G, gdzie G jest jakas stala. Przy warunku poczatkowym

y( xo) = Yo rozwiazanie jest jedyne: y( x) = x + Yo - Xo· Tak wiec

kazdy punkt jest punktem istnienia i jednoznacznosci nie tylko

lokalnej, ale i globalnej; przez dowolny punkt przechodzi jedyne

rozwiazanie, okreslone w przedziale (-00, +(0).

N arysujmy teraz na plaszczyznie rodzine krzywych: wszystkie

parabole o wspólnym wierzcholku w punkcie (O, O) oraz prosta,

pokrywajaca sie z osia OX (rys. 3). Równanie okreslamy w ten

sposób, ze w kazdym punkcie styczna do szukanej funkcji jest

styczna do przechodzacej przez ten

punkt paraboli (lub osi odcietych).

Jedynym miejscem, gdzie mogloby

to sprawic problem, jest (O, O), bo

tylko przez ten punkt przechodzi

wiecej niz jedna krzywa - ale nie

ma z tym klopotu, bo dla kazdej

z nich styczna w tym punkcie jest

taka sama, pochodna wynosi O.

Równanie to okreslone jest przez

funkcje:

f(x,y) = {~ dla x i= O,O dla x = O,

ale nie jest to w tej chwili istotne.

Spróbujmy zobaczyc, jak w tym przykladzie wyglada istnienie

i jednoznacznosc rozwiazan. Oczywiscie, rozwiazaniami sa funkcje

y(x) = Gx2 dla dowolnego G (dla G = O wychodzi funkcja stala).

Oznacza to, ze przez kazdy punkt nie nalezacy do osi OY przechodzi

jakies rozwiazanie; przez punkt (O, O) przechodzi ich nieskonczenie

wiele (a zatem jest on ewidentnie punktem niejednoznacznosci),

przez pozostale punkty osi rzednych rozwiazania nie przechodza·



A jak jest dla Xo t- O? Na pierwszy rzut oka wydawac by sie moglo,

ze tu rozwiazanie bedzie jedyne - któras z paraboli, ewentualnie

prosta. A jednak nie! Rozwazmy, na przyklad, warunek poczatkowy

y( -1) = l - szukamy rozwiazania przechodzacego przez (-1, l).

Oczywiscie, jest nim funkcja y = x2. Ale nie tylko! Rozwiazaniem

jest tez funkcja

y(x)={x2 dlax~O,O dla x 2: O

i w tej chwili nietrudno zauwazyc, ze jesli w punkcie (O, O) dokleimy

do "lewej czesci" paraboli y = x2 "prawa czesc" którejkolwiek

paraboli, wszystko bedzie w porzadku. Ogólnie, rozwiazanie ma

postac

{ x2 dla x < O,
y x - -

( ) - Cx2 dla x 2: o.

Punkt (-1, l) nie jest zatem punktem globalnej jednoznacznosci

- ale jest punktem jednoznacznosci lokalnej; w przedziale

(-00, O) mamy jedyne rozwiazanie y( x) = x2. Latwo zauwazyc,

ze analogicznie jest dla kazdego punktu (xo, yo), o ile tylko Xo t- O;

wszedzie tam rozwiazanie istnieje i jest w pewnym otoczeniu jedyne.

Jedyny punkt lokalnej niejednoznacznosci to (O, O).

Mozna na podstawie tego, niezbyt wysublimowanego, przykladu

przypuszczac, ze globalna jednoznacznosc rozwiazania równania

rózniczkowego jest czyms bardzo porzadnym, ale niestety, w wielu

przypadkach moze nie miec miejsca. Widzielismy: w jednym

miejscu cos sie zepsulo i globalnej jednoznacznosci nie bylo nigdzie!

N atomiast lokalna jednoznacznosc wydaje sie znacznie latwiejsza

do osiagniecia. Znane sa liczne twierdzenia to gwarantujace; ponizej

przyklad jednego z nich.

Twierdzenie (uproszczona wersja twierdzenia Picarda-Lindelofa). Jezeli

p = [l'o. l'o + aj X [yo - b, Yo + b] i funkcja f : p --+lI\ jest ciagla oraz istnieje takie

L> O, ze If(l', yd - f(l', Y2)1 ~ Lly, - Y21 dla dowolnych (x, yd, (x, Y2) E P, to dla

pewnego a > O problem

{ y'(l') = f(l', y(l')),Y(l'o) = Yo

ma dokladnie jedno rozwiazanie w przedziale [l'o, l'o + aj.

N asuwa sie pytanie: jak dalece "nieporzadna" (czyli dopuszczajaca

duzo punktów lokalnej niejednoznacznosci) sytuacja moze zajsc?

Otóz istnieja przyklady wyjatkowo perfidne. Mianowicie, mozna

pokazac równanie rózniczkowe, dla którego zaden punkt na

plaszczyznie nie jest punktem lokalnej jednoznacznosci (i to w obu

kierunkach, zarówno w prawo, jak i w lewo). Inaczej: istnieje taka

ciagla funkcja f : JRl.2 -+ JRI., ze równanie rózniczkowe y'(x) = f(x, y(x))

ma dla kazdego warunku poczatkowego y(xo) = yo rozwiazanie

(i to okreslone na przedziale (-00,+00)), przy czym jakakolwiek

liczbe 8 > O wezmiemy, to zarówno w przedziale (xo - 8, xo], jak

i w przedziale [xo, Xo + 8) znajdziemy wiecej niz jedno rozwiazanie

równania, spelniajace zadany warunek poczatkowy. Dziwne?

A jednak ...

Pierwszy taki przyklad podal w roku 1925 Michail Aleksiejewicz

Lawrientiew. Ten, którego idea konstrukcji pokazana zostanie

ponizej, przedstawil w roku 1963 Philip Hartman.

Najpierw narysujmy na plaszczyznie rodzine sinusoid tak, by kazda

"wyzsza" byla w punktach swoich minimów styczna do bezposrednio

"nizszej" w punktach jej maksimów. Precyzyjnie: rysujemy wykresy

funkcji Uk(X) = cos 7rX+ 4k oraz Vk(X) = - cos 7rX+ 4k + 2 dla
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STOP! Od tego momentu juz oplaca sie

wziac druga puszke! Czyli konieczne jest

uswiadomienie sobie, ile mamy zlotych

w pierwszej puszce, aby naprawde zaczelo

sie oplacac wybranie tej drugiej. Cos jest

nie tak! A jezeli ja mam slaby wzrok, zle

dostrzeglem i okaze sie, ze jednak kwota

jest inna? Nic nie szkodzi! Strategia jest

ogólna. A jezeli zaczne oszukiwac i zamkne

oczy, albo bede sie tak nieostro patrzyl,

zeby nic nie zobaczyc? Gdzie pojawia

sie ten moment, w którym juz na pewno

oplaca sie zdecydowac na te druga puszke?

Przeciez od tego, czy ja patrze zle czy

dobrze, nie moze zalezec przeskoczenie

z kompletnej równosci szans do sytuacji,

w której faktycznie mam strategie lepsza,

niz .pozostanie przy pierwszej puszce.

Spojrzalem na Pawla. Czy on wariata

ze mnie struga? A on, faktycznie, sie

smieje: Widze, ze masz zagwozdke?

Zastanów sie wiec, ile srednio wygrasz

przy dwóch strategiach: tej niby najlepszej

"Biore zawsze to, co w drugiej puszce"

i tej niby najgorszej "Biore zawsze to,

co widze". Bo cala reszta strategii jest
gdzies posrodku. Zaczalem obliczenia.

Przy pierwszej strategii srednio wygram

1 1 (1 2) 1 (1 2 )
-3 + - -9 + -1 + - -27+ -3 + ...=
2433833

00

1 '" 1 (' . 2)= 23 + L..J 2i+1 3' + 2 . 3'- = 00,
i=l

a przy drugiej
• 00,

1 1 1 3'-1
-1 + -3 + -9 + ... = '" -.- = 002 4 8 L..J 2' .

;=1

A widzisz! I tu, i tu wygrywasz

nieskonczenie duzo. Nie mozesz tylko

pogodzic sie z mysla, ze moze to byc

dokladnie tyle samo. A to dlatego, ze nie

jestes sobie w stanie wyobrazic, co to

znaczy, ze srednio wygrasz nieskonczenie

duzo, a ponadto jestes zachlanny. Nie

roz·umiesz jeszcze?

To oczywiste. Na pierwszy rzut oka wydaje

sie, ze ten pierwszy szereg ma kazdy

wyraz wiekszy od odpowiadajacego mu

wyrazu drugiego szeregu. 1,\lewystarczy
przesunac pierwszy szereg o jedna pozycje

w nastepujacy sposób: Pierwsze trzy

wyrazy pierwszego szeregu porównujemy

z pierwszymi czterema drugiego i okazuje

sie, ze te drugie sa lacznie o * od nich
wieksze. Dalej, piaty wyraz drugiego

szeregu (f281) jest wiekszy od czwartego

wyrazu pierwszego szeregu (116 (27 + 2 . 3)),
szósty wyraz drugiego szeregu od piatego

z pierwszego, i tak dalej. Kazdy i-ty

wyraz pierwszego szeregu jest mniejszy niz

(i + 1)-szy wyraz drugiego szeregu. Przy

takim zestawieniu drugi szereg wydaje sie

byc wiekszy od pierwszego. Oczywiscie
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Co dalej? Konstrukcje przeprowadza sie rekurencyjnie; majac

utworzone w kilku krokach "pseudo-sinusoidy", dorabia sie

Teraz bedziemy rysowac kolejne krzywe tak, aby wszystkie stykajace

sie wykresy mialy w punktach wspólnych takie same styczne oraz by

"oczka" byly coraz mniejsze, zageszczaly sie. Dokladniej omówimy

jedynie drugi krok. Wszystkie powstale w pierwszym etapie "oczka"

sa przystajace. Wystarczy wiec pokazac, jak poprowadzimy nowe

linie w jednym.z nich; jest to

pokazane na rysunku 5. Zauwazmy:

w tym "oczku" sinusoidy stykaly

sie w punktach o odcietych O, 1

i 2 (a na plaszczyznie w punktach

o odcietych calkowitych).

Skonstruowane teraz linie (wraz

z tymi z poprzedniego kroku)

stykaja sie w punktach o odcietych

O,~, 1,~, 2. Ogólnie - punkty

stycznosci maja odciete ~, gdzie

k jest dowolna liczba calkowita·

Rzecz jasna, narysowane krzywe opisane sa konkretnym wzorem,

który jednak tu sobie darujemy.

wszystkich k calkowitych (rys. 4). Powstaje w ten sposób na

plaszczyznie rodzina krzywych i siec "oczek" miedzy nimi.
absurd, a wynika stad, ze me wolno

nam porównywac w ten sposób wartosci

nieskonczonych.

Blad twój polegal na tym, ze poznawszy

lokalne strategie (kazda poprawna!)

starales sie wymyslec strategie globalna·

Zakladales, ze jesli pojedyncze przypadki

ustawione parami obok siebie wskazuja

wyzszosc pierwszej strategii, to istnieje

uogólnienie na wszystkie przypadki
naraz. A tak wcale byc nie musi - jak

zobaczylismy, inne zestawienie przypadków

daje wprost przeciwny wniosek: ta druga

strategia jawi sie jako lepsza .

Takie wychodza klopoty, gdy zaczynamy

bawic sie z nieskonczonymi wartosciami

oczekiwanymi. A co one oznaczaja

tak naprawde? Intuicyjnie, pojecie

nieskonczonej wartosci oczekiwanej jest

nieoczekiwane: przeciez zawsze wygrywamy

skonczona wartosc, wiec jak sie mozna

spodziewac srednio nieskonczonej

wygranej? Otóz nie mozna sie, oczywiscie,

takiej wygranej spodziewac i w ogóle

przyjmujemy, ze jesli odpowiednia suma,

okreslajaca wartosc oczekiwana, okaze

sie nieskonczona, to po prostu wartosc

oczekiwana nie istnieje. Niemniej jednak,

mozna podejsc do zagadnienia inaczej

i zinterpretowac ten fenomen nastepujaco.

Wyobrazmy sobie, ze ktos proponuje

nam naprawde taka gre, jak opisana

powyzej, tylko ze na prawdziwe pieniadze,

a ponadto zada od nas pewnej kwoty,

która musimy uiscic za kazda runde tej

gry. Za jaka kwote oplaci sie nam grac?

Gdyby taka wartosc oczekiwana byla

skonczona, to oplacaloby sie postawic

wszystkie wartosci od niej mniejsze, nie

oplacaloby sie stawiac stawek wiekszych,
a stawka równa wartosci oczekiwanej nie

dalaby zysku zadnej ze stron. W naszym

przypadku, gdy wartosc oczekiwana jest

nieskonczona, oplaca sie oczywiscie grac za

kazda stawke. Rzecz jasna, przy zalozeniu

nieograniczonej wyplacalnosci partnera.

Pewien ksiadz, zreszta m,!-tematyk

z wyksztalcenia, powiedzial, ze to bardzo

interesujacy problem. Ludzie czesto maja

zal do Boga, ze skoro sa "lepsi" od innych,

to w wiecznosci powinni wiecej otrzymac.

Spodziewaja sie, co prawda, nieskonczenie

wielkiej zaplaty za dobrze spedzone

zycie, ale chcieliby, zeby ci "gorsi" mieli

jakos gorzej! To znaczy, zeby tamtych

nieskonczenie wielka zaplata za nie tak

dobre zycie, która otrzymaja w wiecznosci,

byla "gorszej jakosci".

Moral: Gdy masz w perspektywie dostac

nieskonczenie wiele - nie kombinuj!
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Rozwiazanie zadania F 480.

Predkosc wody wylatujacej z rurki jest

v - wl/2. Woda bedzie zraszala kolo

o promieniu r = (v - wl/2)t, gdzie

t = V2h/g. Zasieg zraszania wynosi wiec
okolo dwóch metrów.

cMB

Rozwiazanie zadania M 850.

Niech 5, oznacza sume pól lewych czesci

prostokatów z nieparzystymi numerami,

52 - sume pól prawych czesci prostokatów

z nieparzystymi numerami i 53 - sume pól

prawych czesci prostokatów z parzystymi
numerami. Wówczas

5, + 52 = .1:.SABCD - SacD = 52 + 53,
2

skad 5, = 53.

Rozwiazanie zadania F 479.

Rozwazmy jedno z ramion rurki. Srednia

predkosc przeplywu wody jest równa objetosci

wody przeplywajacej w jednostce czasu

podzielonej przez pole przekroju poprzecznego

rurki. W naszym przypadku wynosi ona

v = 2w/rrd2 Moment sil wywolujacy obrót

rurki powstaje podczas przeplywu wody

przez zakrzywiona czesc rurki. W jednostce

czasu wektor zmiany pedu wody tworzy

kat 45° z rurka, a jego dlugosc wynosi

.pvw / -/2, gd'zie p jest gestoscia wody. Moment

sil dzialajacych na rurke jest wiec równy

pvwl/4. Calkowity moment sil, pochodzacy

od obu ramion rurki, wynosi plw2 /rrd2.

A zatem rurka obraca sie z predkoscia katowa

w :;= piw 2 / rrCid2. Po podstawieniu wartosci

liczbowych, w ;::: 4 S-l. W rozwiazaniu

zaniedbalismy sily bezwladnosci dzialajace

na wode w obracajacej sie rurce.

w nastepnym kroku kolejne. Robi sie to w ten sposób, by w punktach

wspólnych styczne byly identyczne oraz by po kazdym kroku linie

stykaly sie w punktach o odcietych dwukrotnie zmniejszonych. Ponadto

"oczka" maja byc coraz drobniejsze, maja stawac sie "dowolnie male".

Krzywe te musza byc takie, by mozna bylo potem zastosowac pewne

twierdzenia analizy matematycznej. W ten sposób tworzymy kolejne

funkcje, w nieskonczonosc. Latwo domyslic sie, ze one, miedzy innymi,

beda rozwiazaniami równania - którego jednak jeszcze nie mamy ...

Nalezy wiec jakos okreslic funkcje f dwóch zmiennych rzeczywistych.

Gdy punkt (x, y) nalezy do którejs ze skonstruowanych krzywych,

wiemy, jak to zrobic - jako f(x, y) przyjmiemy pochodna (w punkcie x)

narysowanej w któryms z kroków funkcji, której wykres przechodzi przez

ten punkt. W niczym nie przeszkadza, ze takich funkcji moze byc wiecej

- z ich konstrukcji wynika, ze te pochodne sa identyczne. Ale zostaje

jeszcze wiele innych punktów na plaszczyznie. Co z nimi?

Linie, na których wartosci f sa juz okreslone, w sumie tworza gesty

podzbiór plaszczyzny (to znaczy taki, ze jego domkniecie jest cala

plaszczyzna). Nasze krzywe byly tak konstruowane, ze powstala

funkcje mozna - przy wykorzystaniu klasycznych twierdzen z analizy

matematycznej - rozszerzyc do funkcji ciaglej na calej plaszczyznie.

W ten sposób dostajemy takie równanie y'(x) = f(x, y), ze dla kazdego

warunku poczatkowego y(xo) = Yo rozwiazanie istnieje. Trzeba zatem

jedynie zobaczyc, czemu nigdzie nie ma lokalnej jednoznacznosci. Ale to

wcale nie jest trudne!

Zgodnie z konstrukcja, w (n + l)-szym kroku linie "stykaly" sie

w punktach o odcietych 2kn• Obierzmy jakikolwiek punkt (xo, Yo) i mala,

dowolnie wybrana, liczbe 8. Nalezy sprawdzic, ze w przedziale [xo, Xo + 8)

rozwiazanie nie jest jedyne. Wezmy teraz takie n, by 2kn E (xo, Xo + 8)

dla jakiegos k. Punkt (xo, Yo) lezy w pewnym "oczku" z (n + 1)-szego

kroku. Teraz, "wedrujac" po rozwiazaniu, musimy dotrzec do odcietej 2kn•

Musimy "wyjsc" z oczka w prawa strone (bo Xo + 8 jest wieksze). Jezeli

wczesniej "wyszlismy na zewnatrz oczka", to musielismy "przejsc" przez

punkt, w którym nie ma jednoznacznosci. Jesli nie, to dojdziemy do

punktu o odcietej 2k.., lezacego na skonstruowanej w (n + 1)-szym kroku

krzywej, a tam jednoznacznosci nie ma. Tak czy inaczej, napotykamy

po drodze punkt, przez który przechodzi wiecej niz jedno rozwiazanie;

nie ma zatem jednoznacznosci w przedziale [xo, Xo + 8). Analogicznie

rozumujac, pokazujemy, ze to samo dzieje sie, gdy idziemy "w lewo" .

By wszystko bylo w porzadku, trzeba przeprowadzic dokladny,

precyzyjny dowód, sprawdzajac kazdy szczegól. Podaje sie równania

opisujace konstruowane krzywe, wykazuje sie formalnie, ze "oczka",

punkty stycznosci oraz funkcja f sa rzeczywiscie takie, jak trzeba. To

wszystko zajmuje jeszcze kilka stron druku. Tu przedstawiona zostala

jedynie idea rozumowania.

Oczywiscie, "oryginalnosc" takiego czy innego przykladu jest rzecza

subiektywna. Kazdy patrzy na matematyke po swojemu; dotyczy to

równiez powyzszego przykladu. Jednemu niestandardowe wydaje sie to,

drugiemu cos calkiem innego, choc na temat prawdziwosci dyskutowanych

faktów sporów nie bedzie. Takze w tym ukryty jest urok matematyki.

Rozwiazanie zadania M 851. Jak na rysunku obok:

l
SBMP + SMCNQ + SRND + (SQRN + SBPA) = SBMA + SMCD = "2SABCD = SBNA =

= (SQRN + SBPA) + SAPQR.
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