Jest takie rownanie
Krzysztof CIESIELSKI

Oryginalne, niestandardowe przyklady dodaja matematyce uroku.
Czasem chcialoby si¢ zawolaé: ,to niemozliwe, coé takiego nie moze
istnie¢!” . Dziwnych obiektéw matematycznych jest bardzo wiele. To
opowiadanie bedzie o jednym z nich.

Rozwazmy plaszczyzne z wprowadzonym kartezjanskim uktadem
wspolrzednych 1 zalézmy, ze w kazdym jej punkcie umieszczona
zostala jakas liczba. Szukamy funkeji (o argumentach i wartosciach
rzeczywistych) wyznaczone] w pewien sposéb przez zadane liczby.
Chodzi o to, ze jesli (zg, yo) nalezy do wykresu funkeji, to pochodna
funkcji w zo ma byé réwna wlasnie liczbie ,zaczepionej” w (2o, yo).
Gdy przypomnimy sobie geometryczna interpretacje pochodnej,
mozemy powiedziec, ze mamy w kazdym punkcie dany kgt nachylenia
stycznej do wykresu nieznanej funkeji, a funkcje, kidra do tych
stycznych ,pasuje”, chcemy znaleZé.
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Rys. 1

Zapiszmy to formalnie. Dane jest odwzorowanie f : R? — R. Szukamy
funkeji y : R — R (ewentualnie dziedzinag moze by¢ przedzial zawarty
w R), takiej, ze dla kazdego argumentu z funkeji y spelniony jest
warunek y'(z) = f(z,y(z)).

Zapisane powyzej rownanie to réwnanie rozniczkowe zwyczajne.
Poszukujac funkcji, ktérej wykres lezy na plaszczyznie ,zgodnie”

z zadanymi pochodnymi, dobrze jest narzucié¢ jeszcze jeden warunek:
wykres szukanej funkcji ¥ zmiennej ¢ powinien przechodzié przez
pewien wyznaczony punkt plaszezyzny. Warunek ten, zwany
warunkiem poczatkowym, zapisujemy: y(zo) = yo, gdzie (2o, yo)
to wlasnie dany punkt na plaszczyznie. Klasyczne w teorii réwnan
rozniczkowych zadanie znalezienia funkcji, spelniajacej takie dwa
warunki, nazywane jest problemem Cauchy’ego.

Nasuwaja sie dwa naturalne pytania. Po pierwsze, czy rozwiazanie
- to znaczy odpowiednia funkcja, okreslona w jakim$ przedziale,
zawlerajacym zg — istnieje? Po drugie, jesli istnieje, to czy jest
w tym przedziale jedyna? Latwo sie domyslié, ze zalezy to przede
wszystkim od funkcji f.
Twierdzenie (uproszczona wersja twierdzenia Peano o istnieniu). Jezeli funkecja
filwo,z0 + a] x [yo — b, y0 + b] =1 jest ciggla, to dla pewnego a > 0 problem

j y'(z) = flz,y(x)),

l y(To) = yo

ma rozwigzanie w przedziale [£q, zo + al.

Dobrego
nigdy za wiele

Piotr CHRZASTOWSKI

Wpadl do mnie Pawel, méj bardzo bliski
przyjaciel. Postawil dwie identyczne puszki
na stole.

~ Mam fajna zabawe — powiedzial. — To
gra, w ktdrej mozesz tylko zyskaé. Chodzi
o to, zeby$ zyskal jak najwiccej.

Zasady sa takie: za chwile péjde do
sasiedniego pokoju i zaczne rzucaé moneta
tak dlugo, az wypadnie orzel. Zanotuje,

ile reszek zdazylo wypadé przed pierwszym
pojawieniem sie orla, i jesli bedzie ich n,
to do jednej puszki (nie bedziesz wiedzial,
do ktérej) wloze 3" zlotych, a do drugiej
3"*! 1. Nastepnie przyniose ci obie
puszki. Ty bedziesz mégt dowolng z nich
otworzy¢ i sprawdzié, ile zawiera pieniedzy.

'_Nastgpnie_ albo bierzesz to, co widzisz,

albo decydujesz sie na wziecie pieniedzy

z drugiej puszki. To sa zasady. Teraz
chodzi o to, zeby$é opracowal najlepsza
strategie: kiedy warto zatrzymaé to, co
widzisz, a kiedy decydowaé sie na te druga
puszke? -

Zaczalem przygladaé sie zalozeniom.
Mozliwe uklady par gotéwki w puszkach
to (1,3),(3,9),(9,27),.... Oczywiscie,
uklady te sa rozlozone wedlug nastepujacej
reguly: para (1,3) bedzie sie pojawiaé

z prawdopodobiefistwem 1 (bo w polowie
przypadkéw orzel wypadnie od razu),

para (3,9) z prawdopodobiefistwem

i— (bo w jednej czwartej przypadkéw
zostanie wyrzucona najpierw jedna

reszka, a tuz po niej orzel), para (9, 27)

2z prawdopodobiefistwem %—, itd. Zawsze
‘bedzie tak, ze prawdopodobiefistwo
wystapienia dowolnej pary jest dwa razy
wieksze, niz tej, ktéra bezposrednio po niej
nastepuje. Zwykly rozktad geometryczny.

Zrobilismy jedna prébe. W puszce, ktéra
otworzylem, zobaczylem 3 zlote. Aha,
to znaczy, ze w drugiej puszce jest albo
jedna zlotéwka, albo jest ich tam 9.
Oczywidcie to, ze jest ich tam 9, jest
dokladnie 2 razy mniej prawdopodobne,
niz to, ze jest tam pojedynczy zlocisz: w
koncu uktad (1,3) jest dokladnie 2 razy
bardziej prawdopodobny niz uktad (3,9).
Poniewaz inne uklady juz nie wchodza

w gre, wigc z prawdopodobiefistwem
mamy w drugiej puszce jedna zlotéwke,

a z prawdopodobiefistwem 1 dziewieé
zlotych. Jezeli zdecydujemy sie na waziecie




zawartodci tej drugiej puszki, to Srednio
dostaniemy %1 + %9 zl, ewidentnie wiecej
niz, co prawda, gwarantowane, ale tylko
3 z1, ktére byémy mieli pozostajac przy
pierwszej puszce.

Co by bylo, gdybym otworzywszy
pierwsza puszke, zobaczyl w niej inne
kwoty? Z jedynka nie ma problemu: bez
zastanowienia biore 3 zl z drugiej puszki.
A dla wiekszych wartoéci? Zalézmy,

ze widze 3' z}. Oznacza to, ze w drugiej
puszce 7z prawdopodobiefistwem 2 znajde
3'~! g}, a z prawdopodobiefistwem %
zobacze 3'7! z1. Jezeli zatem zdecyduje
sie na drug@ puszke, to srednio dostane
23'-1 4 13'*! zb. Poniewas sam drugi
skladm.k tej sumy jest réwny 3°, wiec
oczekiwana wartodé zysku przy wzieciu
kwoty z drugiej puszki jest ostro wieksza,
niz oczekiwana (a przy okazji pewna)
kwota z puszki, kiéra otworzytem.

No to wszystko jest jasne! Strategia
okazala sie¢ bardzo prosta: wystarczy
po otworzeniu zawsze decydowac si¢ na
te druga puszke, a na pewno srednio
wyjdziemy lepiej, niz pozostajac przy
kwocie z tej otwartej.

Zaraz, zaraz. .. To po co w ogdle otwieraé

i sprawdzaé, co jest w tej pierwszej puszce?
Skoro i tak zawsze dostaniemy érednio
wiecej, niz to, co w niej zobaczymy, to

nie ma sensu si¢ meczyc z otwieraniem,
tylko od razu wziac te druga puszkg
Uproszczona strategia jest wiec taka.
Wybierz dowolna puszke, a potem otwérz
ja, albo i nie - jak chcesz — byleby$ tylko

pamietal, zeby ostatecznie wziaé te druga

puszke! Na pewno wyjdziesz na tym
érednio lepiej, niz gdyby$ pozosta.l przy -
pierwszym wyborze. :

Coé tu jednak nie gra. No bo skoro'n.ie
musimy puszki otwieraé, to co by bylo,
gdybysémy jako pierwsza wybrali te druga,
niby lepsza? Wybranie pozostalej puszki
musialoby nam przynieéé érednio strate.
Ponadto przeciez gdy stoimy przed dwiema
zamknietymi puszkami, to nie sposéb
stwierdzié, ktdra jest lepsza. Czyzby
jednak otwarcie puszki bylo konieczne do
zastosowania prawidlowej strategii? '

Wyglada na to, ze tak. No wigc dobrze.
Mamy przed soba dwie nierozréznialne
puszki. Bierzemy jedna do reki, na razie
wszystko jedno ktdra, i powoli uchylamy
wieczko. Jeszcze nic nie widzimy, jeszcze
wszystko jedno, na ktéra puszke sie
zdecydujemy, ale po chwili dostrzegamy
pare monet na dnie: wyglada na to,

ze jest wiecej niz 3, ale nie az 27, czyli
zapewne 9. ..

Jedli funkeja f jest odpowiednio ,porzadna” (przy czym nie
musimy wymagaé wiele, por. twierdzenie wydrukowane kolorem),
to problem Cauchy’ego ma rozwiazanie. Troche bardziej
wysublimowane zalozenia nalezy poda¢ w celu zagwarantowania
jedynoéci rozwiazania, ale i tu nie jest Zle, jezeli wystarczy nam
jednoznacznoéé lokalna. Lokalna jednoznaczno$é oznacza,

ze jeli startujemy od punktu (2o, ¥o), to w pewnym przedziale
(zo — &, zo + &) rozwigzanie jest jedyne.

Najwyzszy czas na pare prostych przyktadéw. Rozwazmy réwnanie
y'(z) = 1; w kazdym punkcie pochodna szukanej funkecji jest stata.
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Rozwiazania musza by¢ prostymi nachylonymi do osi odcietych

pod katem 45° (rys. 2). Wszystkie je mozna opisa¢ wzorem:

y(z) = a + C, gdzie C jest jakas stala. Przy warunku poczatkowym
y(zo) = yo rozwigzanie jest jedyne: y(z) = z + yo — 2. Tak wige
kazdy punkt jest punktem istnienia i jednoznacznosci nie tylko
lokalnej, ale i globalnej; przez dowolny punkt przechodzi jedyne
rozwiazanie, okreslone w przedziale (—oco, 4+00).

Narysujmy teraz na plaszczyznie rodzing krzywych: wszystkie
parabole o wspdlnym wierzchotku w punkcie (0, 0) oraz prosta,
pokrywajaca sig z osia OX (rys. 3). Réwnanie okre§lamy w ten
sposéb, ze w kazdym punkcie styczna do szukanej funkcji jest
styczna do przechodzace) przez ten
& punkt paraboli (lub osi odcietych).
Jedynym miejscem, gdzie mogloby
to sprawié¢ problem, jest (0,0), bo
tylko przez ten punkt przechodzi
wiecej niz jedna krzywa — ale nie
~ ma z tym klopotu, bo dla kazdej
z nich styczna w tym punkcie jest
taka sama, pochodna wynosi 0.
Réwnanie to okreslone jest przez

funkcje:
_[E dlaz#0,

f(=,9) = {0 dla z = 0,
ale nie jest to w tej chwili istotne.
Sprébujmy zobaczyé, jak w tym przykladzie wyglada istnienie
i jednoznacznoéé rozwiazan. Oczywiscie, rozwigzaniami sg funkcje
y(z) = Cz? dla dowolnego C (dla C = 0 wychodzi funkcja stala).
Oznacza to, ze przez kazdy punkt nie nalezacy do osi OY przechodzi
jakie$ rozwiazanie; przez punkt (0,0) przechodzi ich nieskonczenie
wiele (a zatem jest on ewidentnie punktem niejednoznacznoéci),
przez pozostale punkty osi rzednych rozwiazania nie przechodza.

Rys. 3



A jak jest dla zo # 07 Na pierwszy rzut oka wydawaé by si¢ moglo,

ze tu rozwiazanie bedzie jedyne — ktdras z paraboli, ewentualnie

prosta. A jednak nie! Rozwazmy, na przyklad, warunek poczatkowy

y(—1) = 1 - szukamy rozwiazania przechodzacego przez (—1,1).

Oczywiscie, jest nim funkcja y = z2. Ale nie tylko! Rozwiazaniem
dla z <0,

jest tez funkcja
ym)e {0 daz>0

i w tej chwili nietrudno zauwazyé, ze jesli w punkcie (0,0) dokleimy
do ,lewej czeici” paraboli y = 22 ,prawa czeé¢” ktérejkolwiek
paraboli, wszystko bedzie w porzadku. Ogdlnie, rozwiazanie ma

dla z <0,

postaé
2
y(z) = % 2
Cz® dlaz>0.

Punkt (—1, 1) nie jest zatem punktem globalnej jednoznacznoéci

— ale jest punktem jednoznacznosci lokalnej; w przedziale

(=00, 0) mamy jedyne rozwiazanie y(z) = z?. Eatwo zauwazy¢,

ze analogicznie jest dla kazdego punktu (zq,y0), o ile tylko zy # 0;
wszedzle tam rozwiazanie istnieje i jest w pewnym otoczeniu jedyne.
Jedyny punkt lokalnej niejednoznacznosci to (0,0).

Mozna na podstawie tego, niezbyt wysublimowanego, przyktadu
przypuszczac, ze globalna jednoznacznosé rozwiazania réwnania
rézniczkowego jest czyms$ bardzo porzadnym, ale niestety, w wielu
przypadkach moze nie mieé¢ miejsca. Widzielidmy: w jednym
miejscu coé sie zepsulo i globalnej jednoznacznosci nie bylo nigdzie!
Natomiast lokalna jednoznacznos$¢ wydaje sie znacznie latwiejsza
do osiagniecia. Znane sa liczne twierdzenia to gwarantujace; ponizej
przyktad jednego z nich.

Twierdzenie (uproszczona wersja twierdzenia Picarda—Lindeldfa). Jezeli
P = [r” ro 4 a] x [yo — b,yo + ] i funkeja f : P — jest ciggla oraz istnieje takie
L >0, ze|f(z,y1) = f(z,y2)] € Llyy — yz| dla dowolnych (x,y:1),(x,y2) € P, to dla
pewnego o > 0 problem

v'(z) = f(z,y(x)),

y(zo) = yo
ma dokiadnie jedno rozwigzanie w przedziale [xg, v + a].

Nasuwa sie pytanie: jak dalece ,nieporzadna” (czyli dopuszczajaca
duzo punktéw lokalnej niejednoznacznoéci) sytuacja moze zajéé?
Otoéz istnieja przyklady wyjatkowo perfidne. Mianowicie, mozna
pokazaé¢ réwnanie rézniczkowe, dla ktérego zaden punkt na
plaszczyznie nie jest punktem lokalnej jednoznacznoscei (i to w obu
kierunkach, zaréwno w prawo, jak i w lewo). Inaczej: istnieje taka
ciagta funkcja f : R? — IR, ze réwnanie rézniczkowe y/(z) = f(z, y(z))
ma dla kazdego warunku poczatkowego y(zy) = yo rozwiazanie

(i to okreslone na przedziale (—oo, +00)), przy czym jakakolwiek
liczbe 6 > 0 wezmiemy, to zaréwno w przedziale (zo — 6, z¢], jak

i w przedziale [zo, zo + 6) znajdziemy wigcej niZ jedno rozwiazanie
réwnania, spelniajace zadany warunek poczatkowy. Dziwne?

A jednak. ..

Pierwszy taki przykltad podal w roku 1925 Michail Aleksiejewicz
Lawrientiew. Ten, ktdrego idea konstrukcji pokazana zostanie
ponizej, przedstawil w roku 1963 Philip Hartman.

Najpierw narysujmy na plaszczyznie rodzing sinusoid tak, by kazda

~wyzsza” byla w punktach swoich miniméw styczna do bezpoérednio
»nizsze]” w punktach jej maksiméw. Precyzyjnie: rysujemy wykresy

funkcji ug () = cos 7z + 4k oraz vg(z) = — cos vz + 4k + 2 dla
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STOP! Od tego momentu juz oplaca sie
wziaé druga puszke! Czyli konieczne jest
uSwiadomienie sobie, ile mamy ztotych

w pierwszej puszce, aby naprawde zaczelo
si¢ oplaca¢ wybranie tej drugiej. Co$ jest
nie tak! A jezeli ja mam staby wzrok, fle
dostrzegltem i okaze sie, ze jednak kwota
Jjest inna? Nic nie szkodzi! Strategia jest
ogélna. A jezeli zaczne oszukiwaé i zamkne
oczy, albo bede sie tak nicostro patrzyt,
zeby nic nie zobaczyé? Gdzie pojawia

si¢ ten moment, w ktérym juz na pewno
oplaca sie zdecydowaé na te drﬁgq puszke?
Przeciez od tego, czy ja patrze ile czy
dobrze, nie moze zalezeé¢ przeskoczenie

z kompletnej réwnoéci szans do sytuacji,
w ktérej faktycznie mam strategie lepsza,
niz pozostanie przy pierwszej puszce.

Spojrzalem na Pawla. Czy on wariata
ze mnie struga? A on, faktycznie, sie

Smieje: Widze, ze masz zagwozdke?

Zastanéw sie wiec, ile érednio wygrasz
przy dwéch strategiach: tej niby najlepszej
»Biore zawsze to, co w drugiej puszce”
i tej niby najgorszej »Biorg zawsze to,
co widze”. Bo cala reszta strategii jest
gdzies poérodkn Zaczalem obliczenia.
Przy pierwszej strategii srednio wygram
2 1 2 :

—3 =9 =27+ — Calide

+3 ( +31)+8 (3 '+ 23)+

1 T i—2
= 534-22‘“ (3 +2 3 ) =0,

et

a przy drugiej
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A widzisz! I tu, i tu wygrywasz
nieskoriczenie duzo. Nie mozesz tylko
pogodzié sie z mysla, ze moze to byé _
dokladnie tyle samo. A to dlatego, 7e nie
jestes sobie w stanie wyobrazic, coto
znaczy, ze srednio wygrasz nieskoficzenie

-duzo, a ponadto _)estes zachlanny Nle '
-rosumlesz _}ESECZE? ; :

'To oczymste Na pxerwazy rzut, oka wydaje'

sig, ze ten pierwszy szereg ma kazdy '

_‘wyra.z mqkszy od odpcma&ajqcego mu

‘wyrazu druglego szeregu. Ale wystarczy

-przesuna,c pierwszy szereg o Jedng pozycje

w nastepujacy sposéb Pierwsze trzy
WyIazy pierwszego szeregu poréwnujemy

2 pierwszymi czterema druglego i okazuje

sie, ze te drugie sa l@cznie b_ od nich
wieksze. Dalej, piaty wyraz drngxego
szeregu (32 81) jest wiekszy od czwartego
wyrazu pierwszego szeregu (3(27 +2 - 3)),
sz6sty wyraz drugiego szeregu od piatego

z pierwszego, i tak dalej. Kazdy i-ty

wyraz pierwszego szeregu jest mniejszy niz

t + 1)-szy wyraz drugiego szeregu. Przy
takim zestawieniu drugi szereg wydaje sie
byé wiekszy od pierwszego. Oczywiscie




ad, ze nie wolno
nam poréwnywaé w ten sposéb wartosci
nieskoniczonych.

Blad twéj polegal na tym, ze poznawszy
lokalne strategie (kazda poprawnal)
starales sie wymysleé strategie globalna.
Zakladale$, ze jedli pojedyncze przypadki
ustawione parami obok siebie wskazuja
wyzszo$é pierwszej strategii, to istnieje
nogélnienie na wszystkie przypadki
naraz. A tak wcale byé nie musi — jak
zobaczylisémy, inne zestawienie przypadkéw
daje wprost przeciwny wniosek: ta druga
strategia jawi si¢ jako lepsza.

Takie wychodza klopoty, gdy zaczynamy
bawié sie z nieskoriczonymi wartosciami
oczekiwanymi. A co one oznaczaja

tak naprawde? Intuicyjnie, pojecie
nieskoniczonej wartosci oczekiwanej jest
nieoczekiwane: przeciez zawsze Wygrywamy
skoriczona wartosé, wiec jak si¢ mozna
spodziewaé érednio nieskoiiczonej
wygranej? Otéz nie mozna sig, oczywiscie,
takiej wygranej spodziewaé i w ogdle
przyjmujemy, ze jesli odpowiednia suma,
okredlajaca wartodé oczekiwana, okaze

sie nieskoficzona, to po prostu wartosé
oczekiwana nie istnieje. Niemniej jednak,
mo#na podejéé do zagadnienia inaczej

i zinterpretowaé ten fenomen nastepujaco.
Wyobrazmy sobie, ze ktos proponuje

nam naprawde taka gre, jak opisana
powyzej, tylko ze na prawdziwe pieniadze,
a ponadto zada od nas pewnej kwoty,
ktéra musimy uiécié za kazda runde tej
gry. Za jaka kwote oplaci si¢ nam gra¢?

Gdyby taka wartoéé oczekiwana byla
skoriczona, to oplacaloby sie postawié
wszystkie wartodci od niej mniejsze, nie
optacaloby sie stawiaé stawek wiekszych,

a stawka réwna wartosci oczekiwanej nie
databy zysku zadnej ze stron. W naszym
przypadku, gdy wartosé¢ oczekiwana jest
nieskoriczona, oplaca sig oczywiscie graé za
kazda stawke. Rzecz jasna, przy zalozenin
nieograniczonej wyplacalnosci partnera.

Pewien ksiadz, zreszta matematyk

z wyksztalcenia, powiedzial, ze to bardzo
interesujacy problem. Ludzie czesto maja
zal do Boga, ze skoro sa ,lepsi” od innych,
to w wiecznosci powinni wigcej otrzymac.
Spodziewaja sig, co prawda, nieskoriczenie
wielkiej zaplaty za dobrze spedzone

zycie, ale chcieliby, zeby ci ,gorsi” mieli
jako$é gorzej! To znaczy, zeby tamtych
nieskoficzenie wielka zaplata za nie tak
dobre zycie, ktéra otrzymaja w wiecznosci,
byta ,gorszej jakosci”.

Moratl: Gdy masz w perspektywie dostac
nieskonczenie wiele — nie kombinuj!

wszystkich k catkowitych (rys. 4). Powstaje w ten sposéb na
plaszczyZnie rodzina krzywych i sie¢ ,oczek” migdzy nimi.
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Rys. 4

Teraz bedziemy rysowaé kolejne krzywe tak, aby wszystkie stykajace
sie wykresy mialy w punktach wspdlnych takie same styczne oraz by
,oczka” byly coraz mniejsze, zageszczaly sie. Dokladniej oméwimy
jedynie drugi krok. Wszystkie powstale w pierwszym etapie ,oczka”
sa przystajace. Wystarczy wiec pokazaé, jak poprowadzimy nowe
linie w jednym z nich; jest to
] pokazane na rysunku 5. Zauwazmy:
w tym ,oczku” sinusoidy stykaly
sie w punktach o odcietych 0, 1
i 2 (a na plaszczyznie w punktach
o odcietych catkowitych).
Skonstruowane teraz linie (wraz
z tymi z poprzedniego kroku)

by
2
1
W 2 stykaja sie w punktach o odcigtych

A 0,1,1,2,2. Ogélnie - punkty
stycznosci maja odciete %, gdzie
k jest dowolna liczba catkowita.
Rzecz jasna, narysowane krzywe opisane sa konkretnym wzorem,

ktéry jednak tu sobie darujemy.

4 |

Rys. 5

Co dalej? Konstrukcje przeprowadza sie rekurencyjnie; majac
utworzone w kilku krokach ,,pseudo-sinusoidy”, dorabia sie

|

Rys. 6



