Réwnanie Fokkera—Plancka,
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Zadziwiajaco wiele jest podobienistw miedzy mechanika
kwantowa a termodynamika. 7 jednej strony,
stwierdzenie to moze wydac sie mato odkryweze,

wreez puste. Przeciez w obu dziedzinach mamy do
rozgryzienia podobny problem: jak opisa¢ zachowanie
uktadéw o wielkiej — w granicy nieskonczonej, jak
moéwimy — liczbie stopni swobody. Z drugiej strony,
przynajmniej na obecnym etapie rozwoju nauki,
pokrewiefistwo mechaniki kwantowej i termodynamiki
istotnie jest zadziwiajace.

O analogiach w zachowaniu ukladéw
termodynamicznych i kwantowych napisano cale

tomy. My wezmy pod uwage dwa modelowe obiekty:
pojedyncza swobodna czastke kwantowa oraz czastke
Browna w cieczy. Mamy tu do czynienia z réznica skal
wielkoéci znacznie przekraczajaca przystowiowa réznice
miedzy ,,mréowka a stoniem”. A jednak dynamika

tych obiektéw wykazuje podobienstwo, z ktérego
konsekwencji, by¢ moze, ciagle nie zdajemy sobie

w pelni sprawy.

Ktos zapyta: jakze to? Przeciez pojedyncza czastka
kwantowa to ,fala materii”, to ,duszek” ulotnie
wypelniajacy fragment przestrzeni, to obiekt bardziej
zadziwiajacy niz UFQ, istniejacy jednoczesnie ,tu”

i ,tam” tak dlugo, dopdki go nie usitujemy ,zobaczyé”.
Jedli sie juz uda w sprytnie pomyslanym eksperymencie
tego rozmytego duszka zlowié, to lapiemy go calego
Hu”. [ Tam” jakby go wcale nie byto lub tez plotki

o skonezonej predkosei swiatla sa nieprawdziwe.

Natomiast pojedyncza czastka Browna powoli
wedrujaca przez niezmierzone (nawet w skali jednej
kropli) obszary cieczy to malenki, co prawda, acz
solidny obiekt. Mozna go $ledzi¢, mozna z dowolng
dokladnoscia wyrysowac jego trajektorie. Zawsze
wreszcie mozna powiedzieé, ze czastka jest w tym

i tylko w tym jednym miejscu, w ktorym ja widaé. Taka
drobina nie cierpi na ,roz-n-jenie jazni” (przy n = 2

- rozdwojenie).

Przy obecnym rozumieniu pojeé: czgstka, przestrzen,
czas, czastka kwantowa 1 czastka Browna sa wiec
zupelnie réznymi obiektami.

Ufajac (podobnie jak Newton) w to, ze réwnania
rézniczkowe rzeczywiscie opisuja $wiat, spéjrzmy

na losy obu niespokojnych wedrowcéw poprzez
odpowiednie réwnania ruchu. Podobnie jak

w przytlaczajacej liczbie rozwazan o charakterze
podstawowym ograniczymy sie do jednego wymiaru.
Poki nie interesujemy sie efektami specjalnymi
powodowanymi przez wymiar przestrzeni (jak np. spin),
modele jednowymiarowe funkejonuja zadziwiajaco
dobrze.

czyli pytanie o nature czasu

Czastka kwantowa o masie m opisana jest réwnaniem
Schrodingera
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gdzie ¥ (x,t) jest funkeja falowq, interpretowang

jako amplituda gestosci prawdopodobienstwa,

tzn. prawdopodobienstwo znalezienia czastki w chwili ¢
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w przedziale (a,b) to catka [ |¥(z,t)|?dz. Zatem na

samym poczatku rezygm}jer?ly z mozliwodci wskazania
miejsca, w ktorym w danej chwili na pewno znajduje
sie czastka. Wprowadzona ad hoc amplituda gestosci
prawdopodobienstwa jest pojeciem watpliwym. Jednak
czagstka punktowa jest réwniez tworem idealnym,

o czym nazbyt czesto zapominamy, spotykajac skale
malosci, na ktérych nasze dodwiadcezenie zyciowe

i indukowana nim wyobraznia zawodza. Czasami
fizycy unikaja tego problemu wprowadzajac pojecie
pola, ale to jest tylko przesuniecie trudnosci.

Czastka Browna porusza sie pod wpltywem pola
sitowego, ustawicznie zmieniajacego wielkoéé

1 kierunek. Przypadkowo uderzajace w brownowskiego
goscia czasteczki cieczy chaotycznie modyfikuja

jego polozenie i ped (sprébujcie dodaé¢ podobne
zalozenie swobodne) czastce kwantowej — kto Wam

w to uwierzy?). Dlatego nie mozemy deterministycznie
okresli¢ jej polozenia 1 pedu nawet w niezbyt odleglej
przyszlosci. Mozemy za to podaé prawdopodobienstwo
znalezienia je] w pewnej chwili i w pewnym miejscu.
Tym razem jednak réwnanie, okredlajace takie
prawdopodobienistwo, mozemy wyprowadzié

w stosunkowo prosty sposdb.

Rozpatrzmy czastke, ktéra startuje z pewnego miejsca
na proste] 1 wykonuje co pewien odstep czasu At krok
dlugosci Az w prawo z prawdopodobienstwem p,

a taki sam krok w lewo z prawdopodobienstwem

(1 = p). (Podobne zdanie znajdzie Czytelnik

w wiekszosci podrecznikéw termodynamiki
statystycznej.) Nie mozemy powiedzieé, gdzie

znajdzie sie btadzaca czastka po N skokach, czyli po
czasie NAt; nie wiemy nawet, czy bedzie na prawo,
czy tez na lewo od punktu startu. Mozemy jednak
napisaé relacje, wiazaca prawdopodobienistwo p

z gestoscia prawdopodobienstwa znalezienia czastki

w chwili (¢t + At) w punkcie z, jesli wiadomo,

ze w chwili ¢ byla oddalona od tego punktu o Az,
Oznaczajac gestoé¢ prawdopodobienstwa przez f(a,1),
stwierdzamy, ze

Fla,t+ At) =

(2) =
=p-flz— Az, t)+ (1 —p)- fle+ Az, t).



Znalezienie wzoru na f(z,t) na podstawie tego
rownania nie wyglada na zadanie latwe. Przeto
wprowadzmy kolejne, czesto spotykane zalozenie.
Przypusémy, ze skoki sa krotkie 1 odbywaja sie
szybko (innymi stowy, At 1 Az sa male). Zalézmy,
ze funkeja f ma ciagle pochodne czastkowe i rozlézmy
ja w szereg Taylora. Zatrzymujac wyrazy najnizszego
rzedu oraz przyjmujac p = 0,5 (co oznacza, ze czastka
nie ma tendencji, by skakac czesciej w jedna strone,
powiedzmy — w prawo), dostaniemy réwnanie postaci
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gdzie dla ustalonych Az 1 At wielko$é¢ D ma dobrze
okreslona wartosé
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i wymiar wspdtezynnika dyfuzji (msi)

Tak wiec, jesli zaniedbamy wszelkie sity zachowawcze,
ktore mogltyby z premedytacja kierowaé czastke
w jedna strong, to gestoé¢ prawdopodobienstwa
spelnia réwnanie przewodnictwa cieplnego. Jest to
szezegdlny przypadek réwnania Fokkera—Plancka.
Pod ta nazwa mozna w literaturze spotkaé
najprzerdzniejsze rownania. Jesli, zamiast rozpatrywaé
przypadek swobodny, zalozylibyémy obecnoéé
deterministycznej sity F', to otrzymalibyémy réwnanie
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ktore powinno si¢ nazywaé réwnaniem
Smoluchowskiego. Najbardziej klasyczne  réwnanie
Fokkera—Plancka” opisuje gesto$é prawdopodobienistwa
znalezienia czastki o predkosci v, w miejscu z
1 chwili {. Zwazywszy jednak, ze w bardzo
powaznych czasopismach naukowych nazwa réwnanie
Schrodingera okresla czesto bardzo rézne napisy — nie
bedziemy drobiazgowi.

Stwierdzenie, ze ...rédwnanie Fokkera—Plancka jest dla
termodynamak:s tym, czym dla mechaniki kwantowej
rewnanie Schrodingera, mozna czesto spotkaé

w podreeznikach (zob. np. [1]). Luzna analogia to
jednak nie wszystko.

Od réwnania Fokkera—Plancka (3) do réwnania
Schrodingera (1) mozna przej$é formalnie, zamieniajac
czas ,termodynamiczny” ¢ na czas czysto urojony it,

1 nastepnie korzystajac z zasady nieoznaczonodci:

(Az)
At
Rozwiazania pierwszego rownania staja sie po
podstawieniach ¢ — ¢t rozwiazaniami drugiego

réwnania. Zmienia si¢ tylko interpretacja.

(6) D =1lim

=limAz - Av = i :
2m

W swoich Wyktadach [3] Feynman stwierdzil, ze ,takie
same rownanta majq lakie same rozwigzania”. Na

tym, miedzy innymi, polega pieckno fizyki: kilka
podstawowych réwnai opisuje, jeéli nie doktadnie, to
przynajmniej z grubsza, niewyobrazalna iloéé efektéw.
Zmajac dokonania tego fizyka (lub choéby jego
Wyktady), mozemy sie domysélaé, jak gteboko Feynman
zdawal sobie sprawe, ze formalne podobienstwo
rozwiazan jest — gdy zapomniec o zbednej masce
réznych parametréw, warunkéw granicznych i pozornie
odlegltych sytuacji fizycznych — echem podstawowych
mechanizmdw, ktorymi rzadzi sie przyroda.

Réwnanie Fokkera—Plancka pojawia sie wszedzie

tam, gdzie w czasowym przebiegu zjawisk nie mozna
ustrzec si¢ szumu. Spotykamy je w najrézniejszych
dziedzinach fizyki, chemii, techniki: szum w obwodach
elektrycznych; uklady chemiczne, w ktérych reakeje

i dyfuzja wzajemnie na siebie wplywaja; okoloprogowa
akcja laserowa; przejécia fazowe — maja ze soba wiecej
wspdlnego, niz mozna oczekiwaé na pierwszy rzut oka.
We wszystkich wspomnianych uktadach jest obecny
ten sam fundamentalny mechanizm: fluktuacje, ktére
towarzysza przejsciu uktadu z jednego stanu w inny.
Maja one uniwersalny charakter, wiec i réwnanie,
ktére je elegancko uwzglednia, jest uniwersalne.

Wréémy do relacji (6). Napisal ja Michail Zak

z Pasadeny w niezwykle interesujacym artykule

o pewnym ukladzie deterministycznych réwnan, ktére
zaburzone dowolnie malym szumem prowadza do
rozwigzan chaotycznych [2]. Tez go pewnie zadziwila
bliskos¢ dwu probabilistycznych obrazéw, w ktérych
zamiana czasu ,rzeczywistego” na ,urojony”
przeprowadza nas przez furtke w murze dzielacym
termodynamike od mechaniki kwantowej. Zak
podejrzewa, ze wyjasnienia nalezy szukaé w szczegdlnej
teorii wzglednosci: czas traci w niej swoja odrebnodé,
a zamiast ,trajektorii przestrzennej czastki” mozemy
rozpatrywaé ,ciag zdarzen”. W tym samym numerze
czasopisma Chaos, Solitons & Fractals jego twérca

i redaktor, El Nashie z Cambridge, wielki zwolennik
zespolonego czasu, jeszcze raz przywotuje Hawkinga,
ktory pierwszy miat odwage zasugerowaé, ie urojony
czas moze byé w istocie czasem ,rzeczywistym”.

Dla wielu fizykéw te dwa zjawiska sa dydaktycznymi
éwiczeniami, sa znane, opisane, sklasyfikowane.
Odnosz¢ jednak wrazenie, ze w ciagu najblizszych

lat pojawi si¢ kto, kto dostrzeze w nich co$, co
wzburzy nasz obraz §wiata podobnie, jak poruszyly go
rozwazania Einsteina nad jednoczesnoécia. Byé moze
znowu chodzi o czas? Wszak ciagle nie wiemy, co to
jest czas.
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