Czy liczby rzeczywiste sa rzeczywiste?

Liczby naturalne sa niewatpliwie naturalne. Liczby calkowite niewatpliwie
Roman SIKORSKI zastuguja na nazwe ,catkowite”. Liczby wymierne nalezaloby moze nazywaé

liczbami mierzacymi lub wymierzajacymi, bowiem wszystkie pomiary
wykonujemy w praktyce w liczbach wymiernych, zreszta nie tylko pomiary:
wszelkie rachunki na konkretnych liczbach wykonywane sa w praktyce wylacznie
w obrebie liczb wymiernych. Po co wiec wprowadzaé szersze, lecz znacznie
trudniejsze pojecie liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczaja

w rachunkach? Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnoéci,
wskutek tego w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niz precyzyjnie
formutowana.

Pojecie liczby naturalnej jest tatwe do przyswojenia. Tak tatwe, tak swojskie,
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go dla nowego pokolenia Czytelnikéw. wyobrazalne, nie mozna tego powiedzie¢ o liczbach bardzo duzych. Niemniej
Redakeja  ghior N wszystkich liczb naturalnych mozna tatwo zdefiniowaé.

Musi zawieraé liczbe 1. Jeéli zawiera liczbe n, to musi zawieraé takze liczbe

n + 1. I nic wiecej, tzn. jest najmniejszym zbiorem o powyzszych dwu
wlasnodciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina doweip
o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiécie mozna tam
wlozy¢ jedna chusteczke. Wiadomo z praktyki, ze jeéli whozylismy do walizki

n chusteczek, to (n + 1)-sza tez da si¢ zatadowaé. Zatem do walizki mozna
wlozy¢ tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskoficzenie wiele!

Mozemy sobie wyobrazié, ze matematyk ma taka abstrakcyjna walizeczke N
zawierajaca wszystkie liczby naturalne. W drugiej, dodatkowej walizeczce nosi
ich ,odbicia lustrzane w zerze”, tzn. liczby catkowite ujemne. Musi sie jeszcze
zdecydowaé, do ktdrej walizeczki wlozyé liczbe zero. Zdania sa podzielone, jedni
lubig zaliczaé zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubia. Rzecz w istocie nie
warta przystowiowego funta ktakéw. K16cié sie o zero? O matematyczne ,nic”?
Nie warto!

Oprécz walizeczek z liczbami catkowitymi matematyk ma takze maszynke

do precyzyjnego siekania tych liczb. Méwiac powazniej, matematyk z liczb
catkowitych latwo konstruuje liczby wymierne, tzn. ,utamki” m/n, gdzie

m jest liczba catkowita, a n — liczba naturalna (nie zerem!). Pewne z tych
ulamkéw nalezy uznaé za réwne. Na utamkach tych mozna w naturalny sposéb
zdefiniowaé podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz
wtérne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zero!). Mozna
Je tez uporzadkowaé, tzn. wprowadzié relacje mniejszosci & < y. Intuicyjnie
tatwo sobie ,wyobrazi¢” liczbe wymierna. Latwo bowiem wyobrazié sobie n-ta
czest czegos, to znaczy liczbe 1/n; tatwo tez wyobrazié sobie m takich czedci,
tzn. liczbe m/n, z ewentualng zmiang znaku, czyli z ,,odbiciem lustrzanym

w zerze”.

Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo sa uzyteczne! Wsaystkie transakeje

Eﬁ handlowe, bankowe, wszelkie pomiary, wszelkie rachunki techniczne sa na nich
oparte. Z punktu widzenia czystej praktyki jest ich za duzo, bo nieskoficzenie
Rozwigzanie zadania M 848. wiele. W praktyce do rachunkéw uzywa sie tylko skoficzenie wielu liczb

Podzielmy obie stron)

5 wymiernych (trudno byloby oszacowaé ile). Tak juz jednak jest z matematykami.
rownania funkeyjneg P . . . PR
l:_:mm._ o : ' Jesli cos tworza, czynia to na ogdl w pelnej ogdlnosci, wskutek tego na wyrost,
a(zy) = glz) + g(y). Nastepnie na ogo6t wiecej, niz jest to potrzebne w praktyce.
funkeja A = (0, +e0) —
wzorem h(z) = g(e®) spelnia
e+ y)=hiz)4 hly). Je

Niestety, zbidr liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla
dowolnych dwu liczb wymiernych istnieje trzecia polozona miedzy nimi. Jest
Jednak dziurawy, przy tym jego dziury sa réwniez rozmieszczone w sposéb

e dziedzing niczeso nie zmienia) $€StY; tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie zawsze
. w dla pewnego o € R Wynika  dziura. Te dziury biora si¢ nie ze staroéci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru
stad, ze f(z) = zg(z) = azlnx. w wyniku tak czgstego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka

z wynikéw zadania 847 (inna w tyn
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jest matematyczna natura tego zbioru. Zbidr liczb wymiernych ma postaé
bardzo gestego jednowymiarowego sita.

Musimy wyjasni¢, co rozumiemy przez dziure w zbiorze liczb wymiernych
(zawodowi matematycy méwia ,luka” zamiast ,dziura”). Dziura nazywamy
taki podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzbiory
Wi 1 Wy, ze — po pierwsze — kazda liczba ze zbioru W) jest mniejsza od kazdej
liczby zbioru Wy, oraz — po drugie — w zbiorze W, nie ma liczby najwiekszej,

a w zbiorze Wy nie ma liczby najmniejszej. Mowimy, ze taka dziura lezy miedzy
liczbami wymiernymi wy 1 we (w1 < wa), jesli wy nalezy do Wy, a ws nalezy

do Ws. Na przyklad, zaliczmy do W, wszystkie ujemne liczby wymierne i te
nieujemne, ktorych kwadrat jest mniejszy od 2, a do Wy zaliczmy wszystkie
dodatnie liczby wymierne, ktérych kwadrat jest wiekszy od 2. Podzial zbioru W
na zhiory Wy, Wy jest dziura (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo

tatwo sprawdzié, ze dziura ta lezy miedzy liczbami 11 2. Bez trudu mozna by
wyznaczy¢ bardzie] doktadnie polozenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi,

ze lezy ona miedzy 1,41 a 1,42. Oczywiscie mozna wyznaczy¢ jej polozenie
jeszcze doktadniej.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest Zrodtem wielu klopotdw.
Obrazowo mozna powiedzieé, ze przez te dziury wycieka tres¢ matematyczna
wielu pieknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze.

Zbidr liczb wymiernych jest §wietny do rachunkow na liczbach konkretnych,

ale zty dla wielu celéw teoretycznych, dla bardziej skomplikowanych dziatan

na liczbach niz dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jedli
chce sie wykonywaé te dzialania w sposéb doktadny, a nie przyblizony. Juz
pierwiastkowanie nie jest wykonalne w tym zbiorze. Sprébujcie okreélié¢ taka
pozyteczna funkeje jak logz (x > 0) tak, by zaréwno =z, jak i logz byly liczbami
wymiernymi — nic z tego nie wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje si¢
po prostu brak liczb, zbiér liczb wymiernych jest za maly, by wykonywaé w nim
logarytmowanie lub pierwiastkowanie (doktadne, a nie przyblizone).

Matematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dziatania, wygladajace na naturalne
lub pozyteczne, sa niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalnogé
dziatan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotéw, na ktérych
dzialania maja byé wykonane, lub ktére maja byé wynikiem tych dzialan.
Mozna by przytoczyé wiele praykladéw — nawet z najnowszej matematyki.
Przytoczymy tu tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru
liczb rzeczywistych.,

Rozszerzenie to wykonuje sie w sposdb nastepujacy. Przed kazda dziura

w zbiorze liczb wymiernych matematyk kladzie kolek do jej zatkania
(lieczbe wymierna wygodnie jest interpretowaé jako punkt na osi liczbowe;j;
wowczas kolek do zabicia dziury tez mozna wyobrazac sobie jako punkt na
tej osi). Nastepnie jednym uderzeniem mlotka matematyk whija wszystkie
kotki. Zwracam uwage na fakt, ze matematyk jednym aktem woli wbija

od razu wszystkie kolki we wszystkie dziury! Nie nalezy wyobrazaé sobie
procesu whijania w ten sposéb, ze najpierw numeruje wszystkie dziury
liczbami naturalnymi, a potem chodzi kolejno od n-tej dziury do n + 1-szej
i zabija je kotkami. Takie postepowanie byloby niemozliwe, mozna bowiem
udowodnié, ze dziur w zbiorze liczb wymiernych jest tak duzo, iz nie mozna ich
ponumerowaé wszystkimi liczbami naturalnymi.

Whszystkie liczby wymierne mozna ponumerowaé kolejnymi liczbami
naturalnymi, ale dziur w tym zbiorze — nie! Dziwne, nieoczekiwane,

ale prawdziwe. Jakkolwiek ponumerowaliby$my te dziury wszystkimi

liczbami naturalnymi, zawsze znalazloby si¢ jeszcze nieskoriczenie wiele
nieponumerowanych dziur! Zawodowi matematycy méwia, ze jaki§ zbidr jest
przeliczalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ponumerowaé kolejnymi
roznymi liczhami naturalnymi, a jest nieprzeliczalny, jesli tego nie mozna zrobié.
Zbiory nieprzeliczalne sa znacznie wieksze, znacznie bogatsze w elementy niz
zbiory przeliczalne. Zbidr liczb wymiernych jest przeliczalny, a zbiér wszystkich
dziur w tym zbiorze jest nieprzeliczalny. Widac¢ stad, ze w zbiorze liczb
wymiernych jest wiecej dziur niz liezb! Czyz mozna mieé zaufanie do takiego
zbioru? Nic dziwnego, ze wiele treSci matematycznej wycieka przezen.
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Konkurs Prac
Mlodych Naukowcow
Unii Europejskiej

Znéw sukces — na razie w finale
Ogélnopolskich Eliminacji — odniesli
laureaci naszego Konkursu Prac
Uczniowskich z Matematyki.
Grzegorz i Michal Kapustka

7 praca O pewnych wlasnosciach
parzystokgtow wpisanych i opisanych
na okregach (streszczenie w Delcie
4/1998) zajeli pierwsze miejsce ex
aequo z Maciejem Walczakiem,
ktéry przedstawil prace Chemiczna
synteza aminoalkilo - fosforandw
nukleozyddw. Nasi laureaci zostali
tez zakwalifikowani do Finatu
Europejskiego, ktéry odbedzie sie
we wrzesniu w Porto (Portugalia).

Wiecej o organizowanym przez Unie
Europejska konkursie pisalismy

w Delcie 5/1995, 1/1997, 3/1997.
Byé moze, ze teraz tez napiszemy,
gdy naszym reprezentantom uda sie
przywiezé medal, czym juz dwa razy
moglisémy sie chwalié.

Powréémy do rozszerzenia liczb wymiernych do rzeczywistych. White koleczki
nazwiemy liczbami niewymiernymi, a calo$¢, tzn. zaréwno liczby wymierne,
jak i niewymierne, nazwiemy liczbami rzeczywistymi zgodnie z powszechnie
ustalona terminologia. Czytelnik tatwo sie domysli, ze koteczek, ktory zatkat
dziure, podana jako jedyny przyklad ilustrujacy to pojecie, oznaczac¢ bedziemy
symbolem /2.

Jak w kazdej innej konstrukeji matematycznej, tak i w tym przypadku nalezy
wyréznié dwie strony tego samego zadania: 1) intuicyjne wyjasnienie celu

i metody konstrukeji oraz 2) precyzyjny opis jej wykonania z zachowaniem
najwyzszych kryteriow scistodei wspolezesnej matematyki. Opisane powyzej
whijanie koleczkéw w dziury to tylko intuicyjny opis konstrukeji, wyjasnienie jej
celu. Precyzyjny opis konstrukeji — to zupelnie inne zagadnienie. Zagadnienie
— powiedziatbym — dosy¢ niewdzieczne. Znamy dwie metody ,wbijania
koteczkéw” , mianowicie metode Dedekinda 1 metode Cantora. Obydwie sa
bardzo precyzyjne i obydwie maja te sama wielka wade: zaciemniaja mniej
istotnymi szczegétami technicznymi podstawowa, jasng i prosta intencje
konstrukcji. Dlatego nie praytoczymy tu zadnej z nich. Wspomnimy tylko

o zasadniczej réznicy miedzy tymi metodami. Oczywiscie koteczki musza byé

z czegoé zrobione, z jakiego$ tworzywa, naturalnie z jakiego$ abstrakcyjnego
tworzywa pojeé matematycznych. Otéz metody Cantora i Dedekinda réznia
sie gléwnie materiatem, z ktérego zrobione sg koleczki. W metodzie Dedekinda
koteczkiem zatykajacym dziure jest sama dziura! Dziure zatyka sie nig sama!
Mozna powiedzieé, ze w metodzie tej koszty zuzycia materiatéw zostaly
doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukeja zostala wykonana, koteczki sa wbite. Pozostato nam sprawdzié,

czy robota zostala rzetelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie wbijania nie
powstaly jakies nowe dziury. Na szezeScie wszystko jest w absolutnym porzadku,
zbiér liczb rzeczywistych jest catkowicie szczelny. Przytoczona definicje dziury
mozna wprawdzie sformutowac¢ w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma
jednak potrzeby wprowadzania takiego pojecia, po prostu w ogdle nie ma takich
dziur.

Okazuje sie, ze zbidr liczb rzeczywistych ma wlasnosci jeszeze lepsze niz zbidr
liczb wymiernych. Mozna ten zbidr uporzadkowaé, mozna nogélni¢ podstawowe
dziatania arytmetyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie)

na liczby rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywaé bez
zadnych ograniczen wiele innych pozytecznych operacji matematycznych, jak
pierwiastkowanie, potegowanie, logarytmowanie itp., ktérych wykonalnosé

w dziedzinie liczb wymiernych byla mocno utrudniona, jesli nie wrecz
niemozliwa.

Okazalo sie ponadto, ze w oparciu o pojecie liczby rzeczywiste] mozna zbudowaé
cala analize matematyczna, olbrzymia galaz wspétezesnej matematyki.

U podstaw wszystkich twierdzen tej czesci matematyki lezy ,szczelnosé” zbioru
liczb rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywaja przymiotnika ,zupelny”
zamiast szezelny). Twierdzenia analizy matematycznej przestajg by¢ prawdziwe,
jesli zbidr liczb rzeczywistych zastapié¢ przez zbidr liczb wymiernych. To wihasnie
mielidmy na mysli, méwiac zartobliwie o przeciekaniu wiedzy matematycznej
przez dziury zbioru liczb wymiernych. Pojecie liczby rzeczywiste] jest niezbedne
dla calej matematyki teoretycznej. Jest réwniez niezbedne dla formowania
ogdlnych metod matematyki stosowanej az do momentu, gdy w gre wchodza
przyblizone rachunki na konkretnych liczbach. Wtedy powracamy do bardziej
elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby
rzeczywiste]. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora

lub Dedekinda, wydaje si¢ by¢ tworem doéé mistycznym, wydaje sie by¢é
znacznie mniej rzeczywista — w potocznym znaczeniu tego slowa — niz liczba
wymierna. Dla zawodowego matematyka liczba rzeczywista jest podstawowym
narzedziem pracy, jest réwnie rzeczywista jak inne pojecia matematyczne. Liczby
rzeczywiste sa réwnie rzeczywiste jak liczby wymierne, jedne i drugie sa bowiem
poprawnie zdefiniowanymi pojeciami istniejacymi w mézgu matematyka. Jedne

i drugie maja ten sam typ realnosci.
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