
Liczby naturalne sa niewatpliwie naturalne. Liczby calkowite niewatpliwie

zasluguja na nazwe "calkowite". Liczby wymierne nalezaloby moze nazywac

liczbami mierzacymi lub wymierzajacymi, bowiem wszystkie pomiary

wykonujemy w praktyce w liczbach wymiernych, zreszta nie tylko pomiary:

wszelkie rachunki na konkretnych liczbach wykonywane sa w praktyce wylacznie
w obrebie liczb wymiernych. Po co wiec wprowadzac szersze, lecz znacznie

trudniejsze pojecie liczb rzeczywistych, skoro liczby wymierne wystarczaja

w rachunkach? Definicja liczb rzeczywistych nastrecza zawsze pewne trudnosci,

wskutek tego w podrecznikach szkolnych jest raczej przemycana, niz precyzyjnie
formulowana.

Czy liczby rzeczywiste

Roman SIKORSKI

sa rzeczywiste?

Obok drukujemy pierwszy artykul, jaki

zostal zamówiony dla Delty, zarazem

pierwszy, który zostal dla Delty napisany

(21 sierpnia 1973 roku). Artykul ten

otwieral próbny i pierwszy numer naszego

miesiecznika. Wielu sadzi, ze jest to tez

najlepszy artykul w Delcie. Prezentujemy

go dla nowego pokolenia Czytelników.
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Rozwiazanie zadania M 848.
Podzielmy obie strony rozpatrywanego

równania funkcyjnego przez xy

Kladac g(x) = l(x)/x, dostajemy

g(xy) = g(x) + g(y). Nastepnie,

funkcja h. (O, +00) -~ R okreslona

wzorem h( x) = g( eX) spelnia równanie

h(x + y) = h(x) + h(y) Jesli l jest

ciagla, to h tez. Mozemy wiec skorzystac

z wyników zadania 847 (inna w tym

przypadku dziedzina niczego nie zmienia):

h(x) = ax dla pewnego a E R. Wynika

stad, ze lex) = xg(x) = axlnx.

Pojecie liczby naturalnej jest latwe do przyswojenia. Tak latwe, tak swojskie,

ze wydaje sie, iz liczby naturalne sa wziete bezposrednio z otaczajacego

swiata materialnego. Zapominamy na ogól, ze latwo napisac, nawet na

malym kawalku papieru, nazwe liczby naturalnej n, która jest nierealizowalna

w swiecie materialnym, tzn. dla której trudno podac przyklad n-elementowego

zbioru przedmiotów realnych. Liczba n = 100010001000 jest przykladem takiej

nierealizowalnej liczby naturalnej. Poczatkowe liczby naturalne sa latwo

wyobrazalne, nie mozna tego powiedziec o liczbach bardzo duzych. Niemniej
zbiór N wszystkich liczb naturalnych mozna latwo zdefiniowac.

Musi zawierac liczbe 1. Jesli zawiera liczbe n, to musi zawierac takze liczbe
n + 1. I nic wiecej, tzn. jest naj mniejszym zbiorem o powyzszych dwu

wlasnosciach. Przytoczona definicja zbioru liczb naturalnych przypomina dowcip

o pakowaniu do pustej walizki chusteczek do nosa. Oczywiscie mozna tam

wlozyc jedna chusteczke. Wiadomo z praktyki, ze jesli wlozylismy do walizki

n chusteczek, to (n + l )-sza tez da sie zaladowac. Zatem de;>walizki mozna

wlozyc tyle chusteczek, ile jest liczb naturalnych, czyli nieskonczenie wiele!

Mozemy sobie wyobrazic, ze matematyk ma taka abstrakcyjna walizeczke N
zawierajaca wszystkie liczby naturalne. W drugiej, dodatkowej walizeczce nosi

ich "odbicia lustrzane w zerze", tzn. liczby calkowite ujemne. Musi sie jeszcze

zdecydowac, do której walizeczki wlozyc liczbe zero. Zdania sa podzielone, jedni

lubia zaliczac zero do liczb naturalnych, inni tego nie lubia. Rzecz w istocie nie

warta przyslowiowego funta klaków. Klócic sie o zero? O matematyczne "nic"?
Nie warto!

Oprócz walizeczek z liczbami calkowitymi matematyk ma takze maszynke

do precyzyjnego siekania tych liczb. Mówiac powazniej, matematyk z liczb

calkowitych latwo konstruuje liczby wymierne, tzn. "ulamki" mln, gdzie

m jest liczba calkowita, a n - liczba naturalna (nie zerem!). Pewne z tych

ulamków nalezy uznac za równe. Na ulamkach tych mozna w naturalny sposób

zdefiniowac podstawowe dzialania arytmetyczne: dodawanie i mnozenie, oraz

wtórne dzialania odwrotne: odejmowanie i dzielenie (nie przez zero!). Mozna

je tez uporzadkowac, tzn. wprowadzic relacje mniejszosci x < y. Intuicyjnie

latwo sobie "wyobrazic" liczbe wymierna. Latwo bowiem wyobrazic sobie n-ta

czesc czegos, to znaczy liczbe lin; latwo tez wyobrazic sobie m takich czesci,

tzn. liczbe mln, z ewentualna zmiana znaku, czyli z "odbiciem lustrzanym
w zerze".

Poczciwe liczby wymierne! Tak bardzo sa uzyteczne! Wszystkie transakcje

handlowe, bankowe, wszelkie pomiary, wszelkie rachunki techniczne sa na nich

oparte. Z punktu widzenia czystej praktyki jest ich za duzo, bo nieskonczenie

wiele. W praktyce do rachunków uzywa sie tylko skonczenie wielu liczb

wymiernych (trudno byloby oszacowac ile). Tak juz jednak jest z matematykami.

Jesli cos tworza, czynia to na ogól w pelnej ogólnosci, wskutek tego na wyrost,
na ogól wiecej, niz jest to potrzebne w praktyce.

Niestety, zbiór liczb wymiernych ma wady. Wprawdzie jest gesty, tzn. dla

dowolnych dwu liczb wymiernych istnieje trzecia polozona miedzy nimi. Jest

jednak dziurawy, przy tym jego dziury sa równiez rozmieszczone w sposób

gesty, tzn. miedzy dowolnymi dwiema liczbami wymiernymi znajduje sie zawsze

dziura. Te dziury biora sie nie ze starosci zbioru, nie wskutek przetarcia zbioru

w wyniku tak czestego uzywania liczb wymiernych w praktyce. Po prostu taka
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Rozwiazanie zadania F 477.
Kat widzenia 47° daje w ognisku

obiektywu dzisiejszych aparatów obraz

o rozmiarach 4,5 cm, co odpowiada

dlugosci przekatnej klatki 24 X 36 mm.

Przekatna szklanej plyty 9 X 12 cm jest

równa ~ = 15 (cm), co daje
nam ogniskowa pierwszych aparatów

równa 150 mm. Byly to wiec dosc

potezne maszyny. Dopiero wprowadzenie

drobnozIarnistych blon fotograficznych

pozwolilo na konstrukcje dzisiejszych

porecznych urzadzen.

Rozwiazanie zadania M 849.

Niech rp: (0,+00) --+ (-1,+00)

bedzie dana wzorem rp(x) = x-L

Jesli f spelnia (*), to g = rp-lO f o <I>

spelnia równanie g( xy) = g( x )g(y)

oraz g : (0,+00) --+ (0,+00). Niech

wreszcie h : (-00, +00) --+ (-00, +00)

bedzie zdefiniowana nastepujaco:

h(x) = In[g(eX)]. Wtedy funkcja h jest

ciagla (bo f jest ciagla) oraz spelnia

równanie h(x + y) = h(x) + h(y) dla

dowolnych rzec7.ywistych x, y. Na mocy

wyniku zadania 847 mamy h(x) = ax dla

pewnego a E !t, wiec g(y) = ea In y oraz

f(x) = (rp o g o rp-l)(X) = ea1n(x+l) - 1 =
= (x + 1)" - 1.

Uwaga dla koneser6w: Zbiór (-1, +00)
z dzialaniem x * y = xy + x + y

i elementem neutralnym Ojest grupa

izomorficzna z R + z mnozeniem (albo R

z dodawaniem). A wiec w istocie zadanie

polega na wyznaczeniu wszystkich

ciaglych endomorfizmów grupy (R +, ., 1)

i przetlumaczeniu ich na endomorfizmy

grupy «-1, +00), *, O).

jest matematyczna natura tego zbioru. Zbiór liczb wymiernych ma postac

bardzo gestego jednowymiarowego sita.

Musimy wyjasnic, co rozumiemy przez dziure w zbiorze liczb wymiernych

(zawodowi matematycy mówia "luka" zamiast "dziura"). Dziura nazywamy

taki podzial zbioru W wszystkich liczb wymiernych na dwa niepuste podzbiory

W1 i W2, ze - po pierwsze - kazda liczba ze zbioru W1 jest mniejsza od kazdej

liczby zbioru W2, oraz - po drugie - w zbiorze W1 nie ma liczby najwiekszej,

a w zbiorze W2 nie ma liczby najmniejszej. Mówimy, ze taka dziura lezy miedzy

licz bami wymiernymi W1 i W2 (W1 < W2), jesli W1 nalezy do W1, a W2 nalezy

do W2. Na przyklad, zaliczmy do W1 wszystkie ujemne liczby wymierne i te

nieujemne, których kwadrat jest mniejszy od 2, a do W2 zaliczmy wszystkie

dodatnie liczby wymierne, których kwadrat jest wiekszy od 2. Podzial zbioru W

na zbiory W1, W2 jest dziura (luka) w zbiorze liczb wymiernych. Bardzo

latwo sprawdzic, ze dziura ta lezy miedzy liczbami 1 i 2. Bez trudu mozna by

wyznaczyc bardziej dokladnie polozenie tej dziury. Prosty rachunek dowodzi,

ze lezy ona miedzy 1,41 a 1,42. Oczywiscie mozna wyznaczyc jej polozenie

jeszcze dokladniej.

Istnienie dziur w zbiorze liczb wymiernych jest zródlem wielu klopotów.

Obrazowo mozna powiedziec, ze przez te dziury wycieka tresc matematyczna

wielu pieknych twierdzen, zwlaszcza tych o bardziej subtelnej strukturze.

Zbiór liczb wymiernych jest swietny do rachunków na liczbach konkretnych,

ale zly dla wielu celów teoretycznych, dla bardziej skomplikowanych dzialan

na liczbach niz dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie, zwlaszcza jesli

chce sie wykonywac te dzialania w sposób dokladny, a nie przyblizony. Juz

pierwiastkowanie nie jest wykonalne w tym zbiorze. Spróbujcie okreslic taka

pozyteczna funkcje jak log x (x > O) tak, by zarówno x, jak i log x byly liczbami

wymiernymi - nic z tego nie wyjdzie. W jednym i drugim przypadku czuje sie

po prostu brak liczb, zbiór liczb wymiernych jest za maly, by wykonywac w nim

logarytmowanie lub pierwiastkowanie (dokladne, a nie przyblizone).

Matematyk bardzo nie lubi, gdy pewne dzialania, wygladajace na naturalne

lub pozyteczne, sa niewykonalne. W wielu przypadkach usuwa niewykonalnosc

dzialan przez odpowiednie rozszerzenie zbioru przedmiotów, na których

dzialania maja byc wykonane, lub które maja byc wynikiem tych dzialan.

Mozna by przytoczyc wiele przykladów - nawet z najnowszej matematyki.

Przytoczymy tu tylko jeden: rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do zbioru

liczb rzeczywistych.

Rozszerzenie to wykonuje sie w sposób nastepujacy. Przed kazda dziura

w zbiorze liczb wymiernych matematyk kladzie kolek do jej zatkania

(liczbe wymierna wygodnie jest interpretowac jako punkt na osi liczbowej;

wówczas kolek do zabicia dziury tez mozna wyobrazac sobie jako punkt na

tej osi). Nastepnie jednym uderzeniem mlotka matematyk wbija wszystkie

kolki. Zwracam uwage na fakt, ze matematyk jednym aktem woli wbija

od razu wszystkie kolki we wszystkie dziury! Nie nalezy wyobrazac sobie

procesu wbijania w ten sposób, ze najpierw numeruje wszystkie dziury

liczbami naturalnymi, a potem chodzi kolejno od n-tej dziury do n + 1-szej

i zabija je kolkami. Takie postepowanie byloby niemozliwe, mozna bowiem

udowodnic, ze dziur w zbiorze liczb wymiernych jest tak duzo, iz nie mozna ich

ponumerowac wszystkimi liczbami naturalnymi.

Wszystkie liczby wymierne mozna ponumerowac kolejnymi liczbami

naturalnymi, ale dziur w tym zbiorze - nie! Dziwne, nieoczekiwane,

ale prawdziwe. Jakkolwiek ponumerowalibysmy te dziury wszystkimi

liczbami naturalnymi, zawsze znalazloby sie jeszcze nieskonczenie wiele

nieponumerowanych dziur! Zawodowi matematycy mówia, ze jakis zbiór jest

przeliczalny, jesli wszystkie jego elementy mozna ponumerowac kolejnymi

róznymi liczbami naturalnymi, a jest nieprzeliczalny, jesli tego nie mozna zrobic.

Zbiory nieprzeliczalne sa znacznie wieksze, znacznie bogatsze w elementy niz

zbiory przeliczalne. Zbiór liczb wymiernych jest przeliczalny, a zbiór wszystkich

dziur w tym zbiorze jest nieprzeliczalny. Widac stad, ze w zbiorze liczb

wymiernych jest wiecej dziur niz liczb! Czyz mozna miec zaufanie do takiego

zbioru? Nic dziwnego, ze wiele tresci matematycznej wycieka przezen.
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Rozwiazanie zadania F 478.
Jasnosc obiektywu o zmiennej ogniskowej

jest najwieksza dla ogniskowej 70 mm,
czyli przy najmniejszym powiekszeniu
obrazu. Zwiekszajac ogniskowa (a wiec

i wielkosc obrazu) oraz zachowujac

jednoczesnie staly otwór przeslony,

zmniejszamy tym samym jasnosc

obiektywu. Osiaga wiec ona najmniejsza
wartosc przy maksymalnym powiekszeniu

obrazu, czyli dla ogniskowej 200 mm,

i jest wtedy 200/70"," 3 razy mniejsza
od maksymalnej.

Konkurs Prac

Mlodych Naukowców
Unii Europejskiej

Znów sukces - na razie w finale

Ogólnopolskich Eliminacji - odniesli

laureaci naszego Konkursu Prac

Uczniowskich z Matematyki.

Grzegorz i Michal Kapustka

z praca O pewnych wlasnosciach

parzystokatów wpisanych i opisanych

na okregach (streszczenie w Delcie

4/1998) zajeli pierwsze miejsce ex

aequo z Maciejem Walczakiem,

który przedstawil prace Chemiczna

synteza aminoalkilo - fosforanów

nukleozydów. Nasi laureaci zostali
tez zakwalifikowani do Finalu

Europejskiego, który odbedzie sie

we wrzesniu w Porto (Portugalia).

Wiecej o organizowanym przez Unie

Europejska konkursie pisalismy

w Delcie 5/1995, 1/1997, 3/1997.
Byc moze, ze teraz tez napiszemy,

gdy naszym reprezentantom uda sie

przywiezc medal, czym juz dwa razy

moglismy sie chwalic.

Powrócmy do rozszerzenia liczb wymiernych do rzeczywistych. Wbite koleczki

nazwiemy liczbami niewymiernymi, a calosc, tzn. zarówno liczby wymierne,

jak i niewymierne, nazwiemy liczbami rzeczywistymi zgodnie z powszechnie

ustalona terminologia. Czytelnik latwo sie domysli, ze koleczek, który zatkal

dziure, podana jako jedyny przyklad ilustrujacy to pojecie, oznaczac bedziemy

symbolem yI2.

J ak w kazdej innej konstrukcji matematycznej, tak i w tym przypadku nalezy

wyróznic dwie strony tego samego zadania: 1) intuicyjne wyjasnienie celu

i metody konstrukcji oraz 2) precyzyjny opis jej wykonania z zachowaniem

najwyzszych kryteriów scislosci wspólczesnej matematyki. Opisane powyzej

wbijanie koleczków w dziury to tylko intuicyjny opis konstrukcji, wyjasnienie jej

celu. Precyzyjny opis konstrukcji - to zupelnie inne zagadnienie. Zagadnienie

- powiedzialbym - dosyc niewdzieczne. Znamy dwie metody "wbijania

koleczków" , mianowicie metode Dedekinda i metode Cantora. Obydwie sa

bardzo precyzyjne i obydwie maja te sama wielka wade: zaciemniaja mniej

istotnymi szczególami technicznymi podstawowa, jasna i prosta intencje

konstrukcji. Dlatego nie przytoczymy tu zadnej z nich. Wspomnimy tylko

o zasadniczej róznicy miedzy tymi metodami. Oczywiscie koleczki musza byc

z czegos zrobione, z jakiegos tworzywa, naturalnie z jakiegos abstrakcyjnego

tworzywa pojec matematycznych. Otóz metody Cantora i Dedekinda róznia

sie glównie materialem, z którego zrobione sa koleczki. W metodzie Dedekinda

koleczkiem zatykajacym dziure jest sama dziura! Dziure zatyka sie nia sama!

Mozna powiedziec, ze w metodzie tej koszty zuzycia materialów zostaly

doprowadzone do minimum, do zera!

Konstrukcja zostala wykonana, koleczki sa wbite. Pozostalo nam sprawdzic,

czy robota zostala rzetelnie wykonana, czy przypadkiem w trakcie wbijania nie

powstaly jakies nowe dziury. Na szczescie wszystko jest w absolutnym porzadku,

zbiór liczb rzeczywistych jest calkowicie szczelny. Przytoczona definicje dziury

mozna wprawdzie sformulowac w odniesieniu do liczb rzeczywistych, nie ma

jednak potrzeby wprowadzania takiego pojecia, po prostu w ogóle nie ma takich
dziur.

Okazuje sie, ze zbiór liczb rzeczywistych ma wlasnosci jeszcze lepsze niz zbiór

liczb wymiernych. Mozna ten zbiór uporzadkowac, mozna uogólnic podstawowe

dzialania arytmetyczne (dodawanie, odejmowanie, mnozenie i dzielenie)

na liczby rzeczywiste, ale ponadto mozna w tym zbiorze wykonywac bez

zadnych ograniczen wiele innych pozytecznych operacji matematycznych, jak

pierwiastkowanie, potegowanie, logarytmowanie itp., których wykonalnosc

w dziedzinie liczb wymiernych byla mocno utrudniona, jesli nie wrecz
niemozliwa.

Okazalo sie ponadto, ze w oparciu o pojecie liczby rzeczywistej mozna zbudowac

cala analize matematyczna, olbrzymia galaz wspólczesnej matematyki.

U podstaw wszystkich twierdzen tej czesci matematyki lezy "szczelnosc" zbioru

liczb rzeczywistych (matematycy zawodowi uzywaja przymiotnika "zupelny"

zamiast szczelny). Twierdzenia analizy matematycznej przestaja byc prawdziwe,

jesli zbiór liczb rzeczywistych zastapic przez zbiór liczb wymiernych. To wlasnie

mielismy na mysli, mówiac zartobliwie o przeciekaniu wiedzy matematycznej

przez dziury zbioru liczb wymiernych. Pojecie liczby rzeczywistej jest niezbedne

dla calej matematyki teoretycznej. Jest równiez niezbedne dla formowania

ogólnych metod matematyki stosowanej az do momentu, gdy w gre wchodza

przyblizone rachunki na konkretnych liczbach. Wtedy powracamy do bardziej

elementarnych liczb wymiernych.

Niewatpliwie pojecie liczby wymiernej jest prostsze niz pojecie liczby

rzeczywistej. Dla laika liczba rzeczywista, wprowadzona metoda Cantora

lub Dedekinda, wydaje sie byc tworem dosc mistycznym, wydaje sie byc

znacznie mniej rzeczywista - w potocznym znaczeniu tego slowa - niz liczba

wymierna. Dla zawodowego matematyka liczba rzeczywista jest podstawowym

narzedziem pracy, jest równie rzeczywista jak inne pojecia matematyczne. Liczby

rzeczywiste sa równie rzeczywiste jak liczby wymierne, jedne i drugie sa bowiem

poprawnie zdefiniowanymi pojeciami istniejacymi w mózgu matematyka. Jedne

i drugie maja ten sam typ realnosci.

13


