Zasada najmniejszego dzialania w fizyce

g Gdy gramy w koszykowke, zdarza sie (niestety czesciej niz rzadziej), ze rzucajac
K1 ZySZtOf MEISSNER pitke nie trafimy do kosza — dla nikogo nie ulega wtedy watpliwosel, ze zle
rzuciliémy (pod ztym katem albo z za mala predkoscia) i nie mozemy sie
tlumaczyé, ze mimo dobrego rzutu trajektoria ,ztosliwie” odchylita sie od
prawidlowej. Wynika to z powszechnego przekonania, ze ruch pilki jest
jednoznacznie okreslony (pomijajac opdér powietrza i tym podobne male
poprawki) przez miejsce rzutu i nadana jej predkoéé poczatkowa. Przyjecie
jako ogdlnie prawdziwego takiego niezmiennego postulatu, okreslajacego
jednoznacznie ruch, niesie ze soba niezwykle glebokie konsekwencje zaréwno
praktyczne, jak 1 filozoficzne. Szezegolnie w wieku XIX wyciagano z istnienia
takiego postulatu daleko idace wnioski co do determinizmu w swiecie,
jednak mechanika kwantowa dowodzi, ze w Swietle zasady Heisenberga ruchu
jednoznacznie przewidzieé sie nie da 1 wnioski te opieraly sie na blednych
zatozeniach. Jednak na szczescie w zyciu codziennym taki postulat jest
wystarczajaco dobrym przyblizeniem. Kazdy moze sobie wyobrazié¢ przyktady, co
by sie dzialo, gdyby ten postulat nie obowiazywal i np. goraca woda z czajnika
w spos6b przypadkowy lala sie albo w kierunku szklanki, albo w naszym
i w zaden sposéb nie moglibyémy tego przewidzieé; jedno jest pewne: zylibydmy
krocej.

Problem ,Dlaczego ruch przebiega wlasnie tak, a nie inaczej?” byl stawiany

od tysiacleci, ale w genialny sposéb zostal rozwiazany dopiero przez Newtona.
Jak wiemy ze szkoly, w opisie tym stosujemy pojecie sil i podstawowe réwnanie
mowi, ze przyspieszenie jest proporcjonalne do wypadkowej sity. Jezeli znamy
polozenie poczatkowe, poczatkowa predkosé i sity dzialajace w uktadzie, to

w klasycznym opisie Newtona caly pdiniejszy ruch jest juz konsekwencja tego
rownania. Ze wzgledu na wage problemu po Newtonie usitowano opisaé ruch cial
wychodzac réwniez z innych zalozen. Sformutowano w tym celu kilka tzw. zasad
minimalnych (np. zasade Maupertuisa czy zasadg Jacobiego).

W tym artykule chce oméwié najwazniejsza z nich, tzw. zasade najmniejszego
dzialania, zwana réwniez zasada Hamiltona lub Hamiltona-Jacobiego (zasada
ta nosi te nazwe z powoddw historycznych, gdyz w rzeczywistodcl jest zasada
stacjonarnego dziatania, a nieckoniecznie minimalnego). Zasada ta méwi,

ze dla rzeczywistych trajektorii pewna wielkosé zwana dziataniem (ktérej

sens postaram sie wyjasni¢ ponizej) osiaga warto$é stacjonarna, tzn. male,
liniowe odchylenie sie od tej trajektorii powodowaloby kwadratowa (lub jeszeze
szybciej zbiezna do zera) zmiane dziatania. Takie odchylenia sa zwykle nazywane
wariacjami i dlatego méwimy, ze na trajektorii klasycznej znika wariacja
dzialania. Istotne jest, ze w sformulowaniu tym nie méwi si¢ nic o sitach

1 przyspieszeniach, ale mozna pokazac, ze w mechanice klasycznej jest ono
(prawie) réwnowazne opisowl ruchu za pomoca réwnan Newtona. Niecatkowita
rownowazno$é wynika z tego, ze inaczej okreslamy ruch w obydwu przypadkach:
w réwnaniach Newtona okredlamy punkt poczatkowy 1 predkodé poczatkowa

(co daje jednoznaczne rozwiazanie), a w zasadzie najmniejszego dziatania
punkt poczatkowy i konicowy (co moze dawaé wiele mozliwych trajektorii).

Tk tr Poza mechanika klasyczna okazuje sie, ze opis dynamiki za pomocy dziatania
e . jest daleko ogdlniejszy niz za pomoca réwnan Newtona i widaé to szezegdlnie
\ T tn \ teoriach fundamentalnych — teorii grawitacji, mechanice kwantowej, kwantowej
: : teorii pola czy najnowszych teoriach, takich jak teoria strun.
j _ Pojecie dziatania w mechanice klasycznej mozna wprowadzié tylko w niektérych
x;,/" z2/ & sytuacjach, mianow_icie wtedy3 kiedy w uktadzie dziataja tylko tzw. sily
\ zachowawcze, np. nie ma tarcia (typowym przykladem jest ruch planet wokdt
! 2! t; Slonca). Dzialanie (oznaczane zwykle przez S) wprowadzamy w nastepujacy

.
xPM sposob: Jezeli ruch zaczyna si¢ w czasie t, w punkcie zp, a koticzy w czasie

tr punkcie xp, to rozpatrujemy oddzielnie wszystkie mozliwe trajektorie

: T } e : R
Padiinl cosmiins b pprsiasswday WL przedziatach czasu (,,zd_]QCIaf:h trajektorii . patrz rysunek). Dla l(a_x:dc]
dwéch dowolnie wybranych trajektorii. trajektorii i kazdej chwili ¢, oraz ¢;, i = 1,...,n, obliczamy w danym punkcie z;
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Tarcie jest tylko pojgciem
makroskopowym, uzytecznym wtedy,
gdy nie chcemy wnikaé, co sig dzigje

na poziomie atomowym. W teoriach
fundamentalnych (mikroskopowych)
pojecie tarcia jest bezugzyteczne

i wszystkie uktady sa zachowawcze. Na
przyklad: hamowanie kulki poruszajacej
sie po stole | rozpraszanie” jej

energii kinetycznej na (niewidoczne
mechanicznie) ruchy cieplne
makroskopowo opisujemy jako tarcie,
ale mikroskopowo powiemy, ze energia
kinetyczna kulki zamienia si¢ w trakcie
toczenia na energi¢ kinetyczng ruchéw
cieplnych stolu i kulki. Podobng analize
mozna przeprowadzié dla wielu innych
ukladdéw, ktére wydaja sie ,rozpraszac”
energig i na wystarczajaco glebokim
poziomie opisu nastgpuje jedynie
przeplyw energii miedzy skladnikami,
ale uklad jest zachowawczy i pojecie
dzialania moze byé¢ wprowadzone.
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Rozwigzanie zadania F 476.

i sa odpowiednio raze
1 padania 1 zalamania. P
wadzimy rownolegla do 28, Z'Z 1 §'S

sg prostopadle do Z5, a RR' do SE.
Wiedy ZS8'SR=a i ZSRR' = 8.
Stad i1 z prawa Snelliusa mamy, ze
S'R/SR' = vy fva. Gdyby wigc droga

rzeczywista swiatla byl odcinek Z'R, to

w lku 1 przebyloby ono droge S'R
w takim samym czasie, jak droge SR’

w osrodku 2, cayli t{S5'R) = t(SR') lub
H(Z'R)=1(ZSR)Y=ZS)+ t(SR")
Poniewaz przeciwprostokatna ZR > Z'R

wiec t{ZSR') < t(ZR). Podobnie
RE > R'E i t(R'E) < t(RE).

Dodajac te nierdwnosci stronami,
stwierdzamy, 12 czas przejscia drog
ZSR'E, véwny 1(ZS)+ t(SR"Y+ {(R'E),
Jest zawsze mniejszy od czasu

t(ZR)+ t{ RE) przejscia drogi ZRE.

aktualng energie kinetyczna T' = mv? /2 i energie potencjalna U(x;). Nastepnie
dodajemy wklady od wszystkich punktéw (¢;, ;) do funkeji L =T — U

(tzw. lagranzjanu), mnozac kazdy wktad przez dlugos¢ odpowiedniego przedziatu
czasu:

(1) 5. = L(fp, Jtp)('ﬂl — ip) + L[h, 3}1)@2 - fl) + ...+ L(iﬂ,i’ﬂ)(i‘:,{; - f,,;),

Dzialanie S dla tej trajektorii jest zdefiniowane jako granica S,, dla n — oo,
czyli S, dla bardzo drobnych przedzialéw (niektérzy Czytelnicy rozpoznaja

w takim okresleniu definicje catki wzgledem czasu z funkeji L). Faktyczna
trajektorie chcemy znalezé z zasady najmniejszego dziatania: dla niej S prawie
sie nie zmienia, jezeli troche ja zmienimy (Sciglej, zmiany S sa kwadratowe
przy liniowym odchyleniu sie od trajektorii rzeczywistej). Dla przykladu
obliczmy dziatanie dla czastki swobodnej (U = 0, czyli dla sily réwnej zeru)

z trajektoriami podzielonymi dla uproszczenia tylko na dwa przedzialy o réwnej
dlugosci (t1 — tp =ty — {1 = At). Przekonamy sie, ze z zasady najmniejszego
dzialania mozna odtworzy¢ znany fakt, iz w tej sytuacji ruch jest prostoliniowy
i jednostajny. Dzialanie jest dane wzorem

S1= L{tpszp)(tl e ip) + Lty 2) (e — 1) =
(2) i m(xy ——qu)zAi + m(zp _2$1)2Ai.
2At° 2A1
Rézne z; odpowiadaja réznym trajektoriom i daja inna wartosé¢ dziatania.
Pytanie brzmi: dla jakiego 1 = &in dzialanie S; ma minimum? Zeby
odpowiedzie¢ na to pytanie, wystarczy w tym przypadku zauwazy¢, ze S, mozna
przeksztalci¢ do postaci

m(z1 — (zp + 2)/2)?  m(zp —2p)? |
At 4At ’
Z postaci tej wida¢, ze minimum dziatania otrzymujemy dla z; = (z, + x4)/2,
co znaczy, ze ruch jest prostoliniowy. Réwniez mozna obliczyé, ze predkoé
w pierwszym 1 drugim przedziale jest taka sama i rowna predkosei éredniej:

(3) 51 =

At At 2At
Mozna wykazaé, ze dla tego ruchu wnioski te sa identyczne dla poprawnie
obliczonego dzialania (czyli granicy S, przy n — oo). Dodajmy, ze istnieje
znacznie bardziej efektywna metoda obliczania dzialania poprzez rozwiazywanie
rownania Hamiltona—Jacobiego i jest ona zreszta najogdlniejszym sposobem
rozwiazywania probleméw w mechanice klasycznej, ale nie bedziemy jej tutaj
omawiac.

(4) Lmin —Zp Tk —Tmin _ Tk — Lp

Zasada najmniejszego dzialania, ktéra przedstawiliSmy powyzej, obowiazuje

w tej formie jedynie w mechanice klasycznej. W mechanice kwantowej zmienia
sie ona w sposob dosé¢ zasadniczy: kazda trajektoria jest dozwolona, tylko

im dalej jest od trajektorii klasycznej (czyli im wieksze jest dzialanie),

tym mniejsze jest prawdopodobienstwo jej wystapienia (czyli trajektoria
klasyczna jest najbardziej prawdopodobna, ale juz nie jedyna). W mechanice
kwantowej dla danych 1, z,, #; 1 x; znajdujemy tzw. amplitude, czyli pewna
liczbe, ktéra mozemy obliczy¢ znajac dzialanie wzdluz wszystkich trajektorii
taczacych x, z x; (a nie tylko wzdluz trajektorii klasycznej). Trajektoria
klasyczna daje zwykle najwiekszy wktad do amplitudy (co jest zwiazane

z minimum dzialania wzdtuz tej trajektorii) 1 to thumaczy w pewien sposéb
zasade najmniejszego dzialania w mechanice klasycznej: czastka ,sprawdza”
wszystkie trajektorie, ale ta, ktéra minimalizuje dzialanie, daje najwickszy
wktad do amplitudy, wiec gdy mozna czastce przypisaé okreslong trajektorie
(tak jak dla obiektéw makroskopowych w mechanice klasycznej), to ona jest
wybierana. Sumowanie wktadéw do amplitudy od wszystkich trajektorii nosi
nazwe caltki po trajektoriach i jest do&¢ trudna procedura — istnieje jednak
prostszy sposob, przez rozwiazywanie pewnego réwnania rézniczkowego zwanego
rownaniem Schrodingera. Réwnanie to jest bardzo podobne do réwnania
Hamiltona-Jacobiego z mechaniki klasycznej (co jeszeze raz podkresla waznosé
dzialania), ale zupelnie inna jest jego interpretacja.
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Bierzemy pod uwage hipotetyczny
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Dla klasycznej teorii pola, takiej jak klasyczna elektrodynamika czy teoria
grawitacji Einsteina, mamy pewne pola zaleine zaréwno od czasu, jak i od
punktu w przestrzeni (takim polem mogtby tez by¢ np. rozktad temperatury
nad Europa). W tym przypadku ,trajektoria” to dowolnie wybrany rozktad
pola w czasie i przestrzeni, a dziatanie dla tego rozktadu jest zdefiniowane jako
suma wkladéw od wszystkich punktéw czasu i przestrzeni dla tej wybranej
konfiguracji. W przypadku teorii pola zasada stacjonarnego dzialania méwi,

ze rzeczywisty rozklad to taki, dla ktérego dzialanie dla ,troche” zmienionego
rozkladu pozostaje ,prawie” niezmienione (Sciélej: liniowe odchylenia od
trajektorii powoduja jedynie kwadratowe odchylenia dziatania). Ze wzgledu

na to, ze nawet dla jednej ,trajektorii”, ezyli rozktadu pola, bez znajomosci
pojecia calki wielokrotnej trudno jest obliczy¢ odpowiadajace jej dzialanie,
trudniej réwniez niz poprzednio podaé przyktad ilustrujacy zasade stacjonarnego
dzialania. Z zasady tej wynikaja pewne réwnania rézniczkowe (réwnania

pola, analogiczne do réwnan Newtona w mechanice), ktére czesto tatwiej

jest rozwiazaé niz obliczaé dziatanie i znajdowac ekstremum. Réwnania

te sa jednak réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi i ,tatwiej” bardzo

rzadko oznacza  latwo”. Do takich réwnan pola naleza réwnania Maxwella

w elektrodynamice (gdzie dzialanie to catka z réznicy kwadratéw wartoéei pola
elektrycznego i magnetycznego) i réwnania Einsteina w teorii grawitacji (gdzie
dziatanie to calka ze skalara krzywizny czasoprzestrzeni). Jak wiadomo, znamy
rozwiazania tych ostatnich réwnan jedynie w szczegdlnych (ale bardzo waznych)
przypadkach.

W kwantowej teorii pola podobnie jak poprzednio musimy sumowaé po
wezystkich trajektoriach”, czyli rozkladach pola i o ile poprzednio znalezienie
amplitudy bylo bardzo trudne, ale jeszcze jako$ mozliwe, to tu sprawa wydaje
sie beznadziejna. Wrazenie to jest w pewnej mierze stuszne — sprawa nie jest
moze az tak beznadziejna, ale amplitudy przejécia od jednej konfiguracji

pola do drugiej znamy jedynie w najprostszych przypadkach, jakiekolwiek
bardziej skomplikowane umiemy rozwiagzywac jedynie w sposéb przyblizony,

a sa wazne przypadki (np. budowa protonu), o ktérych mimo dziesigcioleci
intensywnej pracy niewiele mozemy powiedzie¢. Wydaje sie, Ze istotny postep
w tej dziedzinie wymaga wypracowania nowych metod réwniez od strony
matematyki i jest tu jeszcze bardzo wiele do zrobienia.

Podsumowujac: choé pojecie dziatania powstalo jako jeden z wielu
réwnowaznych opiséw ruchu, okazalo si¢ pézniej by¢ fundamentalnym sposobem
opisu réwniez w najnowszych teoriach (jak teoria strun), gdzie w ogdle
definiujemy cala teorie przez podanie dzialania. Zasada najmniejszego dziatania
jest podstawowa zasada w fizyce klasyczne) 1 pozwala znalezé dynamike

uktadu bez odwolywania si¢ do pojecia sity. W fizyce kwantowej przestaje

ona obowiazywaé, ale réwniez tutaj dzialanie jest podstawowym obiektem
definiujacym teorie i pozwalajacym oblicza¢ amplitudy prawdopodobienstwa dla
trajektorii.

Wielu uczniéw i studentéw czesto réwniez kieruje sie ,zasada najmniejszego
dziatania”: ,Nie réb tego, czego od ciebie nie wymagaja”, ale w szkole czy na
studiach daje ona zdecydowanie gorsze rezultaty niz w mechanice.
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Niech §', L', D' beds spodkami wysokodci, opuszczonych z wierzcholkéw S5, L, D odpowiednio.
Twierdzimy, 2e trd] S'L'D’ jest szukanym RO P-em. Niech A ROP bedzie dowolnym
tréjkatem, wpisanym (jak w tresci zadania) w ASLD. Ponadto, niech R, R" beda obrazami
punktu R przy symetriach osiowych wzgledem prostych LD 1 SD odpowiednio. Wiedy

|[RP| + |PO| + |OR| = |R"P| 4+ |PO| + |OR'| > |R'R"|, przy czym réwnos
wtedy, gdy P,O € R'R".

Mamy ponadto ZR'DR'" = 2/8DL, |DR'| = |PR"| = |DR| > |DD’|, wigc obliczajac podstawe
trojkata R'DR" dostajemy |R'R"| > 2|DD'| sin{zﬁ.‘_‘v'f) L) (na rysunku o« = ZSDL, v = DR'sina).
Ostatecznie wiec |[RP| + |PO| 4+ |OR| < ‘.’|DD’|5]H(£.E\' DL, przy ceym réwnost zachodazl wiedy

ly, gdy R=D'i P,O € R'R".

Dowiedlismy wiee, ze dla dokladnie jednego tréjkata minimum jest osiaggane. Gdyby teraz nasz

zachodzi wtedy 1 tylke

i tylko wted

zamiast 1
pozostale wierzcholki: O lub P) znalezlibysmy tréjkat wpisany w ASLD o mniejszym obwodzie.

trajkat nie byl tréjkatem S'L'D’, to powtarzajae rozumowanie powyzsze (bior:
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