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Mieszkanie dla Alicji

Alicja chce zamieszkaé przy tej samej ulicy, przy ktérej w réznych domach
(potozonych tak, jak pokazuje to rys. 1) mieszka juz o$mioro jej prayjaciét:
Basia, Cesia, Dorota, Edek, Felek, Grzes, Hania i Irka. Gdzie powinna
zamieszkac, zeby suma odlegtosci od jej mieszkania do mieszkaii oémiorga
przyjaciot byta najmniejsza z mozliwych?
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Rys. 1

Suma odlegloici z domu Alicji do doméw Basi i Irki zawsze jest przynajmniej
taka, jak dtugosé odcinka BI. Jesli punkt A, w ktérym mieszka Alicja,

lezy na odcinku B, to wéwezas mamy AB + Al = BI. Podobnie, suma
odlegltosci AC' + AH jest — dla dowolnego punktu A — przynajmniej taka, jak
odlegtosé C'H . Przy tym, AC' + AH = C H dla kazdego punktu A lezacego
na odcinku C'H . Zatem, suma czterech odlegtosci AB + AC' + AH + AT jest

minimalna, jesli punkt A wybierzemy (w dowolny sposéb!) na odcinku C'H .
L
i; : g; . Suma kolejnych dwéch sktadnikéw, AD 4+ AG, jest najmniejsza i réwna DG,
gdy punkt A lezy miedzy D i (. Wreszcie, suma odlegtosci z domu Alicji
zi 4 i do doméw Edka i Felka jest najmniejsza (i réwna E F'), gdy Alicja mieszka
5 w jakimkolwiek punkcie odcinka I F' laczacego domy Edka i Felka.
: : Z, ¢ Zatem, suma odleglosci z domu Alicji do doméw o$miorga przyjaciol jest
. Zz ¢ najmniejsza (i réwna Bl + CH + DG + EF), gdy Alicja mieszka w domu
Zn 1 : stojacym gdziekolwiek na odcinku EF.
“ Z.n j Jesli Alicja ma nie o$mioro, ale 2n znajomych Z;, Zs,..., Zs, mieszkajacych
Pooh Pt o W réznych miejscach (patrz rys. 2), to — jesli chee, by suma odlegtoéci z jej domu
i 4 2 do doméw wszystkich znaJomy‘ch byta najmniejsza z mozh\‘vych — powinna
zamieszka¢ w dowolnym punkcie odcinka Z, Z,, 4. Dowéd jest taki sam, jak
" wyizej, dla n = 4.
. : Jesli natomiast liczba znajomych Alicji jest réwna 2n + 1 (rys. 3), to érodkowy
. Zon sktadnik rozpatrywanej sumy 2n + 1 liczb, AZ, 41, zostaje bez pary. Jest
' on zawsze nieujemny, a znika wtedy i tylko wtedy, gdy A = Z,, ;1. Alicja
o powinna wéwezas zamieszkad w punkeie Z,,4q. Warto zauwazy¢, ze nie sa
Zns2 ¥ wazine odlegtosci punktu 7,41 od pozostatych punktéw Z;. Punkty Z,,...,Z,
VAT N . mozna dowolnie don zblizy¢, a punkty Z,42,...,Z2,41 dowolnie oden oddali¢;
Zon-1 § s jesli tylko zachowamy przy tym kolejno$é punktéw Z; na prostej, to suma
. AZy + -+ -+ AZs, 41 nadal bedzie najmniejsza wlasnie dla A = 7, (rys. 4).
Zamn ¢ Zan ¢ Whbrew pozorom, nie jest to weale fakt szczegélnie zaskakujacy. Gdy bowiem
Zan+1 mieszkamy juz wygodnie w samym §rédmieseiu, to znajomi, ktérzy z dalekich
przedmieéé wyprowadza sie na jeszeze dalsze, nie naméwia nas przeciez latwo do
Rys. 2 Rys. 3 Rys.- 4 zmiany miejsca zamieszkania.
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Rys. 4

Rys. 5

Na rysunkach 6 i 7 stosujemy
nastepujacy sposéb oznaczania scian
szescianu:

F oznacza front, T — tyl,

P - prawa, L — lewa,

G — gora, D - dél.

Nieskracalna droga

Mucha, wedrujac po jednostkowym szescianie od pewnego jego wierzchotka do
wierzcholka przeciwleglego (rys. 1), musi przejéé¢ po jego powierzchni droge

o dlugosci co najmniej V5. Przekonuje nas o tym eksperyment myslowy
polegajacy na otworzeniu szescianu (rys. 2). Gdyby istniata krétsza droga, to
istniataby na plaszezyZnie droga laczaca A i B, krétsza od odeinka AB, co jest
niemozliwe.

< ¥ o \

P

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

Takie rozumowanie trzeba uzupelni¢. Naprawde bowiem stwierdzilismy jedynie,
ze nie ma krétsze] drogi prowadzacej przez przednia i prawa $ciang. A mozna
przeciez i8¢ inaczej. Bez trudu stwierdzamy, ze idac $ciana gorna i tylna

(rys. 3) tez mozemy dotrze¢ do przeciwleglego wierzchotka szescianu po drodze
dhugosei V5. Chwila namystu i juz wiemy, ze drég tej dlugosei jest 6 — przez
srodki kazdej z krawedzi laczacych dwie Sciany zawierajace start 1 mete (rys. 4).
Jest ich faktycznie 6, bo 1 ze startu, i z mety wychodza po 3 krawedzie (i te
musimy odrzucic), a wszystkich krawedzi w szescianie jest 12.

I teraz jest juz bardzo blisko do koinca uzasadnienia, ze znaleziona droga jest
najkrotsza: zeby dojs¢ od startu do mety, trzeba przejs¢ po jakiej$ Scianie
zawierajace] start i jakiej$ zawierajace] mete, czyli po co najmniej dwéch
§cianach, a te przypadki juz rozpatrzylidmy.

Zeby pokazaé, jak bardzo druga czes¢ dowodu byta potrzebna, rozwazmy
droge, ktéra kolejne pionowe krawedzie przecina w odleglosei réwnej kolejno:
%, %, % %, % od gérnego denka (rys. 5). Jak widaé z rysunku 6, i ta droga
Jjest nieskracalna. Wyobrazmy sobie trase laczaca start z meta jako bardzo
sprezysta gumke — jej (choéby najwieksza) sprezystosé nie przeprowadzi gumki
w polozenie z rysunku 2: do tego celu trzeba by najpierw gumke dodatkowo

rozciagnac.
F P T L
Rys. 6

W tym miejscu widac juz, ze linii nieskracalnych taczacych przeciwlegle
wierzcholki szeScianu jest nieskonczenie wiele. Co wiecej, moga one mieé
dowolnie wielka dlugosc. Wzor

VA4(2n +1)2 4+ 1

opisuje dhugosé linii nieskracalnej] owijajace) szeScian n razy w podobny sposéb,
jak na rysunku 5 linia owija go raz.
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A czy sa linie nieskracalne taczace przeciwlegte
wierzchotki szedcianu 1 majace inna dtugosc 7
e D Rysunek 7 pokazuje przyktad takiej linii na
szeScianie 1 na jego rozwinieciu. Z tego ostatniego
mogzna bez trudu obliczyé, ze ma ona diugosé /41,

P a wiec inna od okreslonych podanym poprzednio
/ WZOTem.

W Powstaje wiec pytanie, ile jest linii nieskracalnych,

V przy czym chodzi o jakas bardziej precyzyjna

odpowiedz niz ,nieskoriczenie wiele” (bo to juz
wiemy).

Dobrze jest w tym miejscu zaczaé stosowaé takie
nazwy, jakie sie¢ powszechnie w matematyce
stosuje. Otéz linie nieskracalne nazywa sie
lintami geodezyjnymi. Nazwa ta bierze sie stad,
ze nawet najprostsze z linii wyznaczanych na

F
Rys. 7
h\\_“""--.,
Rys. 8
Rys. 9
\
Rys. 10

powierzchni Ziemi przez geodetdéw (np. linia
kolejowa Malkinia — Bialystok) nie sa liniami
prostymi (ze wzgledu na pofaldowanie terenu),
a wlasnie nieskracalnymi.

Bernhard Riemann zaproponowal pélttora wieku temu uprawianie geometrii

w ten sposéb, by geodezyjne traktowaé jako proste, a odlegtosé punktéw mierzyé
dlugodcia najkrétszej z geodezyjnych taczacych dwa punkty (lub kresem dolnym
dtugosci takich geodezyjnych, gdy najkrétsza nie istnieje).

Wazna wlasnoscig powierzchni regularnych (mniejsza o to, co to znaczy

— praktycznie kazda powierzchnia, z ktora mamy do czynienia, jest regularna,
w tym szescian) jest twierdzenie:

przez kazdy punkt powierzchni w kazdym stycznym kierunku przechodzi
geodezyjna.

Nie oznacza to jednak, ze kazda geodezyjna laczy wybrane dwa punkty.
Odpowiedz na postawione wyzej pytanie jest nastepujaca: W kazdym, dowolnie
matym (ale nie zerowym) kacie narysowanym na powierzchni szedcianu

i majacym wierzcholek w wierzchotku szescianu miesei si¢ kawalek geodezyjnej
wychodzace] z tego 1 trafiajacej w przeciwlegly wierzcholek szedcianu. Taka
wlasnos$¢ nazywa si¢ gestoscia.

Nie zawsze jest tatwo zgadnaé, ktdra geodezyjna jest najkrétsza. W przypadku,
gdy chodzi o odleglos¢ (riemannowska) wierzchotka szescianu od srodka ktérejs
krawedzi wychodzacej z wierzcholka przeciwleglego, wielu wskazuje na dlugosé
linii z rysunku 8 (czyli %\/1_?—], podczas gdy whasciwe rozwiazanie (réwne %m)
Jjest na rysunku 9 — mysle, ze kazdy latwo sprawdzi te wyniki.

Na zakonczenie dwa zadania do samodzielnego rozwiazania.

1. Wskazaé na powierzchni szescianu dwa punkty A i B, dla ktérych istnieje
tylko jedna taczaca je linia realizujaca ich riemannowska odlegtodé (to dla
rozgrzewki). Dla dowolnego punktu A wskazaé wszystkie punkty B o powyzsze]
wlasnoéci.

2. Na rysunku 10 pokazane sa dwa riemannowskie okregi o tym samym
promieniu 7; sprawdzié, ze dhugosé jednego z nich jest réwna przyzwoicie 27T,
drugiego natomiast 377. Czy w riemannowskiej geometrii powierzchni szeécianu
sa okregi o tym samym promieniu, a jeszcze innej dlugodei 7
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