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Skrót regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwiazania zadan z numeru n w terminie do konca lniesiaca n + 2. Szkice

rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylac rozwiazania czterech, trzech, dwóch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robic co miesiac lub z dowolnymi

przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylac w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od O

do l z dokladnoscia do 0,1. Ocene mnozymy przez wspólczynnik trudnosci danego zadania:

WT = 4 - 35/ N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N - liczbe osób,

które nadeslaly rozwiazanie chocby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) - i tyle punktów otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktów, w dowolnym czasie

i w którejkolwiek z dwóch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktów jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo - to tytul Weterana.
Szczególowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwiazan

zadan 345 (WT=1,46) i 346 (WT=3,07)

z numeru 9/1997

Tomasz Rawlik - Braunschweig 47,24
Maciej Mostowski - Warszawa 38,72

Witold Bednarek - Lódi 31,89
Bogumila Piotrowska ~ Zielona Góra 30,88

Pan Rawlik (z Gliwic) juz jedenascie lat

temu zostal Weteranem Klubu 44 M;
rok pózniej rozstal sie z nami, ale nie na

zawsze - pare miesiecy temu odezwal
sie z odleglego o tysiac kilometrów

Brunszwiku i wlaczyl ponownie do Ligi,
aby oto po raz czwarty zgromadzic
magiczne 44 punkty.

Zadania:t; matematyki nr 361, 362

Redaguje Marcin E. KUCZMA

361. Wyznaczyc wszystkie liczby calkowite dodatnie k, dla których istnieje

wielomian P(x) o wspólczynnikach calkowitych spelniajacy warunki: P(O) f= P(l),
O ::::: PU) :::::k dla j = O, l, ... , k + 1.

362. Cztery rózne okregi W1, W2, W3, W4 o jednakowym promieniu r przechodza przez

wspólny punkt S i przecinaja sie kolejno parami:

Wi n Wi+1 = {S, P;} dla i = 1,2,3,4 (W5 = W1);

przy tym punkty Pl, P2, P3, P4 leza na okregu n o promieniu R,. a srodek okregu n
lezy w odleglosci d od punktu S. Znalezc zwiazek (równanie algebraiczne) miedzy

liczbami r, R, d. Czy kazda trójka liczb dodatnich spelniajaca ów zwiazek jest

wyznaczona przez pewna czwórke okregów W1, W2, W3, W4 ?

Zadanie 362 za.proponowal pan Leslaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwiazania zadall z nIatcnlatyki z nUlueru 1/1998

Przypominamy tresc zadan:

3t)3. Dowiesc, ze kazda liczbe calkowita dodatnia da sie przedstawic w postaci SllfllY pewnej liczby

skladników calkowitych dodatnich nie nutjacych dzielników pierws?,ych róznych od :J i ;3, przy czynI

zaden z tych skladników me dzieli sie przez zaden inny skladnik.

354. Udowodnic nierównosc

2 sin 8

tg (sin B) < l + cos" B
dla B E (O,rr)

353. Stosujemy indukcje. Liczba l ma omawiana wlasnosc.

Ustalmy n 2': 2 i zalózmy, ze kazda dodatnia liczba calkowita

mniejsza od n ma przedstawienie, o jakim mowa. Nalezy

dowiesc, ze równiez liczba n ma takie przedstawienie.

Jezeli n jest liczba parzysta, to wystarczy porrulOzyc przez 2

kazdy skladnik przedstawienia liczby n/2. Jezeli n jest calkowita

potega trójki, to nie ma czego dowodzic. Przyjmijmy wiec, ze n

jest liczba nieparzysta, spelniajaca dla pewnej liczby calkowitej

j 2': l nierównosc 3) < n < 3J+1.

Liczba k = (n - 3J)/2 jest mniejsza od n, wiec w mysl

przeslanki indukcyjnej k = L 2"'i3{3i (dla pewnego ukladu

wykladników ("1, ... , am, 131, ... ,13m 2': O), przy czym zaden

skladnik tej sumy nie dzieli sie przez zaden inny skladnik.

Zauwazmy, ze 13i < j dla i = l, ... , m; gdyby bowiem dla

pewnego i zachodzila nierównosc 13i 2': j, znaczyloby to,

ze k 2': 3J, a wiec n = 3) + 2k 2': 3J+1, wbrew okresleniu

wykladnika j. Zatem wzór

n = 3J + L 2"'i+13{3i

daje zadane przedstawienie liczby n; teza zadania wynika na

podstawie zasady indukcji.
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354. Oznaczajac sin e przez x mamy udowodnic nierównosc

2x

tgx < --2 dla x E (O, l);2-x

jest ona równowazna nierównosci J(x) < l, gdzie

2 - x2
J(x) = -- tgx.

2x

Poniewaz lim J(x) = l, wystaczy dowiesc, ze J'(x) < O dlax_o+

x E (O, l); to zas sprowadza sie do wykazania, ze

(2 + x2) sinx cosx > 2x _ x3

(pomijamy szczególy obliczenia pochodnej). Przyjmijmy y = 2x;

osta.tnia nierównosc jest równowazna nastepujacej:

(8 + y2) sin y > 8y _ y3 .

Wobec znanego oszacowania siny> y - y3/6 (dla y> O)

pozostaje sprawdzic, ze

y3 8y _ y3
y- - > ---o

6 8 + y2

Ta prosta nierównosc wielomianowa przybiera po

przeksztalceniu postac y3 (4 - y2) > O i jest spelniona

(w szczególnosci) dla y E (0,2). Zatem J'(x) < O clla x E (O, l),

i dowód jest zakonczony.
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Czolówka ligi zadaniowej
Klub 44 F

po uwzglednieniu ocen rozwiazaI1

zada6 246 (WT=1,25) i 247 (WT=2,85)

z numeru 11/1997

Przemyslaw Gadzillski - Sroda SI. '12,92

Andrzej Idzik - Boleslawiec 27,46

Andrzej Nowogrodzki - Chocianów 18,68
Tomasz Wietecha - Tarnów 10,76
Aleksander Surma - Myszków 10,55

Zadania z fizyki Ul' 258, 259

Redaguje Jerzy B. BROJAN

258. Jednym ze "slepych zaulków" w rozwoju motoryzacji byly projekty samochodu

trójkolowego. Obliczyc maksymalna predkosc Vi, z jaka taki samochód móglby na

poziomej jezdni wykonac zakret bez przewrócenia sie, jesli maksymalna predkosc

samochodu czterokolowego na tym zakrecie wynosi v = 60 km/h. Trójkolowiec ma dwa

kola w przedniej osi odlegle od siebie o d i jedno kolo tylne odlegle od srodka przedniej

osi o l, przy czym te sarna wartosc d ma odleglosc miedzy kolami w osi samochodu

czterokolowego. Srodek masy obu samochodów lezy na tej samej wysokosci h nad

jezdnia, a nacisk na kazde z kól jest jednakowy (w samochodzie stojacym). Pominac

efekty zwiazane z przyspieszaniem lub hamowaniem, a takze ze zmiana promienia

skretu (rozpatrujemy ruch jednostajny po okregu); ponadto przyjac, ze promien skretu

jest znacznie wiekszy od rozmiarów samochodu.

259. Czy mozna z trzech jednakowych soczewek skupiajacych skonstruowac lunete

powiekszajaca trzykrotnie i dajaca obraz: a) prosty, b) odwrócony? Jesli tak, to jakie

powinny byc odleglosci miedzy kolejnymi soczewkami?

Rozwiazania zadalI z fizyki z numeru 1/1998

Przypominamy tresc zadan:

250. Dlugopis pozostawia slad na podlozu wtedy, gdy kat jego

odchylenia od pl"Ostopadlej do podloza nie przekracza wartosci Q.

JeslI poczatkowy kierunek dlugopisu jest zmienna przypadkowa,
t.OJakle jest prawclopodobierlstwo tego, ze wirujacy dlugopIS

spadajac na st.ól pO'l.ostawi na nim slad? Uwzglednialny tylko

plervvsze uden-,:enie o sl,óL Srodek masy dlugopisu lezy w polowie

jego dlugosci i porusza sie piollowo 7, predkoscia v 1 (przYRpieszenie

grawitacyjne nalezy pominac), (1, predkosc obiegowa kOI')ca dlugopisu

wokól srodka jest równa V'J, przy czym plaszczyzna tego ruchu

jest pionowa. Liczbowa wartosc prawdopodobiel\stwa podac dla
v l = 2 m/s, V2 = 3 m/s i trzech wartosci et: 40°, 60°, 85°.

251. W miejscowosci .4 wystepuje w danej chwili calkowite

zacnlienie Slonca~ miejscowosc B lezy na granicy obszaru zacmienia

c~esciowego~ a Iniejscowosc C lezy w polowie odleglosci mi~d7,y

A i B. Ile wynosi w przyblizeniu stosunek natezcll oswietlenia

powierzchni Zienli Je / IB?

t

Rys. 1. Wykres funkcji xp(t) oznaczono

kolorem, a funkcji Xn(t) - czernia.

Rys. 2

250. Zaleznosc pionowej wspólrzednej polozenia jednego z konców dlugopisu (np. piszacego)

od czasu wyraza sie wzorem xp( t) = Vj t + (V2 /w) sin(wt), gdzie osi x nadano zwrot w dól,

a w jest predoscia katowa, która dalej przyjmiemy równa jednosci (odpowiada to nieistotnej

zmianie skali czasu i polozenia). Dla drugiego (niepiszacego) konca plus we wzorze nalezy

zastapic minusem, tzn. Xn(t) = Vjt - V2 sin t. Na rysunku 1 wykresy obu funkcji przedstawiono

w dwóch wariantach: Vj > V2 i Vj < V2, przy czym t = O odpowiada chwili, w której

dlugopis jest równolegly do stolu, a tj = (Jr/2) - Cl' i t2 = (Jr/2) + Cl' ograniczaja zakres

polozen, w których uderzenie pozostawi slad. Moment uderzenia o stól wyznaczamy jako

chwile, w której którakolwiek z funkcji xp i Xn przekroczy pewna wartosc X, a poniewaz

przypadkowy kat poczatkowy jest równowazny przypadkowemu wyborowi X, wiec szukane

prawdopodobienstwo p jest równe stosunkowi dlugosci odcinka na osi pionowej, wewnatrz

którego uderzenie nastepuje pod wlasciwym katem, do odcinka 2Jrvj odpowiadajacego jednemu

obrotowi dlugopisu. Stad w przypadku Vj > V2 rozwiazaniem jest

W przypadku Vj < V2 musimy rozpatrzyc takze lokalne maksima w chwilach t3 i t4. Obliczamy

cost3 = Vj/V2, t3 = - arccos(vJ/V2),

Xn(t3) = -Vj arccos(vJ/V2) + Vv~- vi,

t4 = Jr + t3 = (Jr/2) + arcsin(vJ/v2),

Xp(t4) = Xn(t3) + JrVj = Vj arcsin(vJ/v2) + Vv~- vi + JrvJ/2.

Rozwiazanie opisane wzorem (*) pozostanie sluszne pod warunkiem, ze xp(tj) > Xn(t3)

oraz t4 > t2, co oznacza, ze dlugopis uderzy w stól pod zbyt duzym katem i nie zostawi

sladu zarówno wtedy, gdy uderzy bardzo mocno (wczesniej niepiszacy koniec prawie dotknie

stolu), jak i wtedy gdy uderzy bardzo slabo. Tak jest w przypadku Cl' = 40°, zatem wtedy

p = 40/180 = 0,222. Gdy Cl' = 60°, spelniony jest pierwszy z podanych warunków, ale nie drugi

- wtedy prawdopodobienstwo dane jest wzorem

p = (Xp(t4) - xp(tj))/2Jrvj,

a wartoscia liczbowa jest p = 0,341. Dla kata Cl' = 85° zaden z warunków nie jest spelniony,

czyli p = 0,5 (kazde uderzenie piszacym koncem pozostawia slad).

251. Przyjmijmy nastepujace uproszczenia (z których zadne nie wprowadza do wyniku

bledów przekraczajacych kilku procent): srednica tarczy Slonca jest równa srednicy tarczy

Ksiezyca, tzn. calkowite zacmienie wystepuje tylko w jednym punkcie; pomijamy zakrzywienie

powierzchni Ziemi na drodze ACB; jasnosc powierzchniowa tarczy slonecznej uwazamy za

stala. Przy tych zalozeniach obserwator w C stwierdzi, ze zaslaniajaca Slonce tarcza Ksiezyca

jest przesunieta wzgledem tarczy Slonca o promien obu okregów, a pole czesci niezaslonietej

(rys. 2) wynosi r2 (~+ ~) . Stad le/IB ~ t + 1!- ~ 0,61.
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