Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 1988

Czoléwka ligi zadaniowe]
Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzarn
zadan 345 (WT=1,46) i 346 (WT'=3,07)
z numeru 9/1997

Tomasz Rawlik — Braunschweig 47,24

Maciej Mostowski — Warszawa 38,72
Witold Bednarek -~ Ladg 31,89
Bogumila Piotrowska — Zielona Géra 30,88

Pan Rawlik (z Gliwic) juz jedenadcie lat
temu zostal Weteranem Klubu 44 M;
rok pégniej rozstal sie z nami, ale nie na
zawsze — pare miesiecy temu odezwal
sig z odleglego o tysige kilometréw
Brunszwiku i wlaczyl ponownie do Ligi,
aby oto po raz cewarty zgromadzié
magiczne 44 punkty.

353. Stosujemy indukcje. Liczba 1 ma omawiana wlasnosé.

Klub 44

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylac rozwigzania zadar z numeru n w terminie do korica miesiaca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszezamy w numerze n 4+ 4. Mozna nadsylaé¢ rozwiazania caterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwiazania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylaé w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnoécig do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 - 35/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N - liczbg oséb,
ktdre nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dewolnym czasie
i w ktdrejkolwiek z dwdéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktdw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szczegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2,/1998.

Zadania z matematyki nr 361, 362
Redaguje Marcin E. KUCZMA
361. Wyznaczy¢ wszystkie liczby caltkowite dodatnie k, dla ktérych istnieje

wielomian P(z) o wspélczynnikach catkowitych spetniajacy warunki: P(0) # P(1),
0<P()<kdlaj=01,....k+1.

362. Cztery régne okregi wi, wa, wa, ws o jednakowym promieniu r przechodza przez
wspdlny punkt S i przecinaja sie kolejno parami:
wi Nwip = {5, P} dla 1 =1,2,3,4 (ws =w);

przy tym punkty Pi, Pz, Ps, Py leza na okregu © o promienin R, a érodek okregu
lezy w odleglosci d od punktu S. Znalezé zwiazek (réwnanie algebraiczne) miedzy
liczbami r, R, d. Czy kazda tréjka liczb dodatnich spelniajaca éw zwiazek jest
wyznaczona przez pewna czwoérke okregdw wy, wa, wa, wy 7

Zadanie 362 zaproponowal pan Lestaw Skrzypek z Rzeszowa.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 1/1998
Przypominamy tres$é¢ zadan:

353. D« kazda liczbe calkowity dodatnig da si

sktadni calk adatnich nie majacych dzielnil
zaden 2 tych skladnikéw nie dzieli sie przez zaden inny skladnik
354. Udowodnié¢ nierdownoéd
: oy 2 sin # " B
tg{sme) < ——— dla # € (D, m)
14 cos=d

354. Oznaczajac sint przez r mamy udowodnié nieréwnodd

Ustalmy n > 2 i zalézmy, ze kazda dodatnia liczba calkowita

mniejsza od n ma przedstawienie, o jakim mowa. Nalezy 3 _ g2
dowiesé, ze réwniez liczba n ma takie przedstawienie.

Jeieli n jest liczba parzysta, to wystarczy pomnozy¢ przez 2

tgx < dla z € (0,1);

Jjest ona réwnowazna nieréwnoéci f(z) < 1, gdzie

fz) =22

tgx.

kazdy skladnik przedstawienia liczby n/2. Jezeli n jest calkowita
potega trojki, to nie ma czego dowodzié. Przyjmijmy wiec, ze n
jest liczba nieparzysta, spelniajaca dla pewnej liczby calkowitej
j > 1 nieréwnosé¢ 37 < n < 39+1,

Liczba k = (n — 37)/2 jest mniejsza od n, wige w mysl
przeslanki indukcyjnej & = E 2%: 38 (dla pewnego ukladu
wyldadnikéw oy, ..., 00m, B1,...,8m > 0), pray czym zaden
skladnik tej sumy nie dzieli sie przez zaden inny skladnik.
Zauwazmy, ze 3; < j dlai = 1,...,m; gdyby bowiem dla
pewnego i zachodzila nieréwnosé 8; > j, znaczyloby to,

ze k > 37, a wigc n =37 + 2k > 39!, whrew okresleniu
wykladnika j. Zatem wzdr

n=23" 4 Z paitlaf;

daje zadane przedstawienie liczby n; teza zadania wynika na
podstawie zasady indukcji.

14

Poniewaz lim f(x) =1, wystaczy dowiesé, ze f/(z) < 0 dla
=04
z € (0,1); to zas sprowadza si¢ do wykazania, ze
(2 + #?)sinz cosz > 20 — o°
(pomijamy szczegély obliczenia pochodnej). Przyjmijmy y = 2x;
ostatnia nieréwnos¢ jest réwnowazna nastepujace;:
(8 4+ %) siny > By — 4°.
Wobec znanego oszacowania siny > y — y® /6 (dla y > 0)
pozostaje sprawdzié, ze
3
Y
- = .
Ve 8+ 42
Ta prosta nieréwnoéé wielomianowa przybiera po
przeksztalceniu postaé¢ y*(4 — 42) > 0 i jest spelniona
(w szczegdlnodci) dla y € (0,2). Zatem f'(z) < 0 dla 2 € (0,1),
i dowdd jest zakonczony.

8y — y°



Termin nadsylania rozwiazan:
31 VII 1998

Czoldwka ligi zadaniowe]
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadafi 246 (WT=1,25) i 247 (WT=2,85)
z numeru 11/1997

Przemystaw Gadziiski- Sroda 51, 42,92
Andrzej Idzik -~ Bolestawiec 27,46
Andrzej Nowogrodzki — Chocianéw 18,68
Tomasz Wietecha - Tarndéw 10,76
Aleksander Surma - Myszkiw 10,55
250. Diugopis pozostawia slad n 1oz
T yd prostopadle] do po a ni
kowy kierunek dlugopisu jest zmienna |

VI<=V2 |

L

0 by tatam

Rys. 1. Wykres funkeji x,(1) oznaczono
kolorem, a funkeji x,(t) — czernig.

Rys. 2

Zadania z fizyki nr 258, 259
Redaguje Jerzy B. BROJAN

258. Jednym ze ,$lepych zaulkéw” w rozwoju motoryzacji byly projekty samochodn
tréjkotowego. Obliczyé maksymalna predkosé v', z jaka taki samochéd méglby na
poziome] jezdni wykonaé zakret bez przewrdcenia sig, jesli maksymalna predkosc
samochodu czterokolowego na tym zakrecie wynosi v = 60 km/h. Tréjkotowiec ma dwa
kola w przedniej osi odlegle od siebie o d i jedno koto tylne odlegle od srodka przedniej
osi o [, przy czym te sama wartosé¢ d ma odlegloéé miedzy kotami w osi samochodu
czterokolowego. Srodek masy obu samochodéw lezy na tej samej wysokosci h nad
jezdnia, a nacisk na kazde z kél jest jednakowy (w samochodzie stojacym). Pominaé
efekty zwiazane z przyspieszaniem lub hamowaniem, a takze ze zmiana promienia
skretu (rozpatrujemy ruch jednostajny po okregu); ponadto przyjaé, ze promien skretu
jest znacznie wigkszy od rozmiaréw samochodu.

259. Czy mozna z trzech jednakowych soczewek skupiajacych skonstrnowaé lunete
powiekszajaca trzykrotnie i dajaca obraz: a) prosty, b) odwrécony? Jedli tak, to jakie
powinny byé odlegloéci miedzy kolejnymi soczewkami?

Rozwigzania zadan z fizyki z numeru 1/1998

Przypominamy tresé zadan:

czyzna tego ruchu
enstwa podad dla
; 860%™, 85~

| zadmienis

1 migazy

250. Zaleznoéé pionowej wspdlrzednej polozenia jednego z konicéw dlugopisu (np. piszacego)
od czasu wyraza sie wzorem zp(t) = v1t + (v2 /w)sin(wt), gdzie osi z nadano zwrot w ddél,

a w jest predoscia katowa, ktdra dalej przyjmiemy réwna jednosci (odpowiada to nieistotnej
zmianie skali czasu i polozenia). Dla drugiego (niepiszacego) konica plus we wzorze nalezy
zastapi¢ minusem, tzn. ro(t) = vt — ve sint. Na rysunku 1 wykresy obu funkcji przedstawiono
w dwéch wariantach: v; > vz 1 vy < vp, przy czym t = 0 odpowiada chwili, w ktdrej

dhugopis jest réwnolegly do stolu, a t; = (7/2) — e i ty = (7/2) + o ograniczaja zakres
polozeri, w ktérych uderzenie pozostawi slad. Moment uderzenia o stél wyznaczamy jako
chwile, w ktdérej ktérakolwiek z funkcji zp i o5 przekroczy pewna wartos¢ X, a poniewaz
przypadkowy kat poczatkowy jest réwnowazny przypadkowemu wyborowi X, wiec szukane
prawdopodobienstwo p jest réwne stosunkowi dhugoéci odcinka na osi pionowej, wewnatrz
ktérego uderzenie nastepuje pod wlasciwym katem, do odcinka 27v; odpowiadajacego jednemu
obrotowi dlugopisu. Stad w przypadku vy > vo rozwiazaniem jest

(%) p = (zp(t2) — zp(t1))/ 2701 = a/7.
W przypadku v; < v, musimy rozpatrzy¢ takze lokalne maksima w chwilach 3 i t4. Obliczamy

costy = vy fv2, i3 = — arccos(vy/v2),

wn(ts) = —vy arccos(vy fug) 4 \/v2 — v?,

ty = 7™+ t3 = (7/2) + arcsin(vy fvs),

wp(ts) = wn(ts) + mv1 = vy arcsin(vy fvg) + /02 — v¥ 4 70y /2.

Rozwiazanie opisane wzorem (=) pozostanie stuszne pod warunkiem, ze zp(t1) > zn(ts)

oraz ty > tp, co oznacza, ze dlugopis uderzy w stél pod zbyt duzym katem i nie zostawi

éladu zaréwno wtedy, gdy uderzy bardzo mocno (wezesniej niepiszacy koniec prawie dotknie
stolu), jak i wtedy gdy uderzy bardzo stabo. Tak jest w przypadku o = 40°, zatem wtedy

p = 40/180 = 0,222. Gdy o = 60°, spelniony jest pierwszy z podanych warunkdw, ale nie drugi
— wtedy prawdopodobienistwo dane jest wzorem

p = (zp(ts) — zp(t1})/2muy,
a wartoscia liczbowa jest p = 0,341. Dla kata oo = 85° zaden z warunkdw nie jest spelniony,
czyli p = 0,5 (kazde uderzenie piszacym korncem pozostawia slad).

251. Przyjmijmy nastepujace uproszczenia (z ktérych zadne nie wprowadza do wyniku
bleddéw przekraczajacych kilku procent): érednica tarczy Slonca jest réwna érednicy tarczy
Ksiezyca, tzn. calkowite zaémienie wystepuje tylko w jednym punkcie; pomijamy zakrzywienie
powierzchni Ziemi na drodze AC B; jasnoé¢ powierzchniowa tarczy slonecznej uwazamy za
stala. Przy tych zalozeniach obserwator w C stwierdzi, ze zastaniajaca Slonce tarcza Ksiezyca
jest przesunigta wzgledem tarczy Slonca o promien obu okregéw, a pole czedci niezaslonietej

(rys. 2) wynosi 72 (% + _\,ZQ) .Stad Io/Ip = % + 32/?3-' ~ 0,61.
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