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Na mocy warunku (*) jest wiec I: p(g(x), g(y)) 2: I: p(x, y) - E. Stad, dla
x,yEE x,yEE

dowolnych punktów a, b E E dostajemy

Kazdy wie, ze hipopotam potrafi poteznie rozdziawic paszcze. Odleglosci

niektórych par punktów hipopotama wtedy wzrastaja; odleglosci innych

- maleja. Rozdziawic paszczy tak, by odleglosc zadnej pary jego punktów nie

zmalala, hipopotam nie moze. Intuicyjnie jest to w miare jasne - my jednak, by

nabrac stuprocentowej pewnosci, ze istotnie tak jest, rozwiazemy ponizsze

Zadanie o hipopotamie. Niech J{ bedzie zbiorem zwartym metrycznym

z metryka pc, .). Wykazac, ze dowolne przeksztalcenie f : J{ ---+ J{, spelniajace

dla wszystkich x, y E J{ warunek p(J(x), f(y)) 2: p(x, y), jest izometria·

Jako pierwsi zadanie to rozwiazali zapewne Ehrenpreis i Hurewicz. Rozwiazanie

przytoczone nizej dobrze ilustruje sile i elegancje metod wariacyjnych.

Zacznijmy od przypomnienia waznej wlasnosci zbiorów zwartych metrycznych.

Powiemy, ze podzbiór E przestrzeni metrycznej X (czyli zbioru z metryka pc, .))

jest E-siecia, jezeli dla dowolnego x E X istnieje taki y E E, ze p(x, y) ::; E.

Okazuje sie, ze jezeli X jest zbiorem zwartym, to dla kazdego E > O istnieje
skonczona E-siec zawarta w X.

(p(x, y) - p(g(x), g(y))) - E 2:p(g(a), g(b)) 2: p(a, b) +
x,yEE

(x,y)t(a,b)

2: p(a, b) - E.

Poniewaz E jest E-siecia, istniej a takie a, b E E, ze p(Pl, a) ::; E oraz P(P2, b) ::; E.

Mamy wiec, korzystajac dwukrotnie z nierównosci trójkata,

p(g(pd, g(P2)) 2: p(g(a), g(b)) - p(g(pd, g(a)) - p(g(p2), g(b)) >

2: p( a, b) - E - p(pl, a) - P(p2, b) 2:

2: P(Pl, P2) - p(pl, a) - p(p2 , b) - E - p(pl , a) - p(P2, b) 2:

2: P(Pl, P2) - 5E.

Poniewaz E bylo wybrane dowolnie, wiec p(g(pd, g(P2)) 2: p(Pl, P2). Razem

z zalozeniem zadania daje to ostatecznie równosc p(g(pd,g(p2)) = P(Pl,P2)'

J ak teraz pozbyc sie dodatkowego zalozenia, ze f jest "na"? Dopomoze nam

w tym pojecie pokrewne do E-sieci. Nazwiemy podzbiór A przestrzeni metrycznej

E-rozdzielonym, jezeli kazde dwa jego rózne punkty sa odlegle o co najmniej E.

W dowolnej przestrzeni metrycznej zwartej istnieje dla dowolnego E > O

najwiekszy (tzn. taki, ze nie istnieje podzbiór E-rozdzielony o wiekszej liczbie

elementów) podzbiór E-rozdzielony (dlaczego?).

Zalózmy na poczatek, ze f jest "na". Z tresci zadania wynika, oczywiscie,

róznowartosciowosc f, wiec istnieje wtedy przeksztalcenie g : J{ ---+ J{ odwrotne

do f, które jest równiez "na", o tej wlasnosci, ze dla dowolnych x, y E X

zachodzi nierównosc p(g( x), g(y)) ::; p( x, y). Wykazemy, ze g jest izometria.

Wybierzmy dwa ustalone punkty Pl, P2 E J{ oraz liczbe E > O. Sposród

wszystkich E-sieci w J{ wybierzmy taka siec E, która spelnia w'arunek

(*) nie istnieje E-siec E', taka, ze L p(x,y) < L p(x,y) -E.
x,yEE' x,yEE

Oczywiscie, jest to mozliwe (Czytelnik zechce sobie przypomniec definicje kresu

dolnego ).

Zauwazmy teraz, ze g(E) jest równiez E-siecia. Istotnie, jezeli y EJ{, to

istnieje takie x E E, ze p(x, f(y)) ::; E. Stad p(g(x), y) = p(g(x), g(f(y))) <
::; p(x, f(y)) ::; E. Poniewaz g(x) E g(E), wiec g(E) jest E-siecia.

Ciag (y,,) punktów przestrzeni

metrycznej X jest zbiezny do y wtedy

i tylko wtedy, gdy lim p(y", y) = O.

Z kazdego pokrycia podzbioru zwartego

zbiorami otwartymi mozna wybrac
pokrycie skonczone.

Powiemy, ze podzbiór K przestrzeni
metrycznej X jest zwarty, jesli dowolny

ciag (x,,) punktów zbioru J( zawiera

podciag (X"k) zbiezny do pewnego x E J(.

Rozwiazanie zadania M 844.
Dowodzimy przez Indukcje. Dla n = 3

mamy planety A"A2,A3. Jesli np.

IA1A2f < IA2A31 < IA3A", to A3 jest
nieobserwowana. Zalózmy) ze n > 3.

NIech An-ll An beda takimi planetami,

ze fAn-lA,,1 = min fA,Ajf. Jesli
'et]

aslrOnOJll znajdujacy sie na jednej
z planet A l) .. , An-:2 obserwuje
planete A"_l lub An, to na planety

AlI' ') A1l_2 nie starcza astronomów (bo
An-l i An obserwuja siebie nawzajem).
Jesli natollliast zaden z astl'OnOlllÓW

z Al,. ,An-2 nie obserwuje ani
planety An-ll ani AnI to stosujemy
zalozenie indukCyjne do Al) .. , An-J.

Trzeci warunek nazywamy nierównoscia

trójkata.

Przestrzen metryczna to dowolny
zbiór X zaopatrzony w met1'yke (lub

inaczej odleglosc), to znaczy funkcje

p: X X X ~ R+, która spelnia

nastepujace warunki:

(i) p(x, y) = O wtedy i tylko wtedy,

gdy x = y;

(ii) p(x, y) = p(y, :1') dla wszystkich

x,y E X;

(iii) p(x,y)::; p(x,z) + p(z,y) dla

wszystkich x, y, z E X.

Przypominamy, ze.
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Wykazemy, ze f(K) jest gestym podzbiorem K. W przeciwnym razie clla

pewnego E > O kula o srodku w pewnym punkcie a E K i promieniu E bylaby

rozlaczna z f(K). Innymi slowy: p(a, x) > E dla kazdego x E f(K). Niech teraz

A bedzie maksymalnym zbiorem E-rozdzielonym zawartym w K. Poniewaz f nie

zmniejsza odleglosci, f(A) jest równiez zbiorem E-rozdzielonym. Lecz wówczas

takze f(A) U {a} jest E-rozdzielony i ma wiecej elementów niz A. Sprzecznosc.

Zauwazmy teraz, ze na zbiorze f(K) mozna okreslic funkcje go : f(K) ~ K

odwrotna do f. Funkcja go jest jednostajnie ciagla, co wiecej,

p(go(x), go(y)) ::; p(x, y), dla x, y E f(K). Ma ona zatem rozszerzenie ciagle

g: K ~ K, takie, ze p(g(x), g(y)) ::; p(x, y), dla x, y E K (dlaczego?).

Oczywiscie g(K) = K (a nawet go (J(K)) = K). Zatem, postepujac tak, jak

w pierwszej czesci dowodu dostaniemy, ze p(g(x), g(y)) = p(x, y). Co za tym

idzie, f jest izometria.

Jeszcze dwie uwagi. Po pierwsze, dowód bylby nieco prostszy, gdybysmy

wiedzieli, ze istnieje E-siec E., dla której wielkosc L p(x, y) jest najmniejsza.
x,yEE

Rzeczywiscie jest to prawda, ale po dolaczeniu (nietrudnego ) dowodu tego faktu

caly tekst niepotrzebnie by sie wydluzyl.

Po drugie, mozemy pokusic sie o dowód faktu nieco ogólniejszego. Zalózmy,

ze K, zamiast samemu byc zbiorem zwartym, jest jedynie gestym podzbiorem

zbioru zwartego metrycznego (bardziej fachowo mówimy wtedy, ze K ma

zwarte uzupelnienie lub jest calkowicie ograniczony - w przypadku podzbiorów

przestrzeni euklidesowej oznacza to tyle, ze K jest ograniczony) . .luz to

skromniejsze zalozenie implikuje teze naszego zadania. Istotnie, niech L bedzie

takim zwartym nadzbiorem K, ze K jest jego gestym podzbiorem. Wówczas na

zbiorze f(K) mozna okreslic funkcje go : f(I{) ~ K odwrotna' do f, jednostajnie

ciagla - spelniajaca warunek p(go(x), go (y)) ::; p(x, y), dla x, y E f(K). Mozna

wiec rozszerzyc go do funkcji ciaglej g przeksztalcajacej domkniecie f(K)

zbioru f(K) w zbiór L, clla której p(g(x), g(y)) ::; p(x, y), dla x, y E f(K).

Ale f(K) = L, tzn. f(K) jest gestym podzbiorem L. Dowód tego faktu jest

analogiczny jak w przypadku K zwartego. Z naszego zadania wynika wiec, ze g

jest izometria zbioru L, a co za tym idzie, f = gll jest izometria zbioru K.

Jest jednak spora róznica miedzy przypadkiem, gdy zbiór K jest zwarty,

a przypadkiem, gdy K jest jedynie gesty w pewnym zbiorze zwartym. W tym

drugim przypadku f, mimo ze jest izometria, nie musi byc "na". Mozna sie

o tym przekonac biorac np. liczbe o: niewspólmierna z 7r oraz podzbiór K

okregu x2 + y2 = l zlozony z punktów postaci (cos no:, sin no:), dla n = O, l, 2, ...

Wówczas obrót o kat o: jest izometria zbioru K, ale nie jest "na" - punkt (l, O)

nie jest obrazem zadnego innego punktu. Obrót f o kat mo: jest izometria K

o tej wlasnosci, ze K \ f(K) ma m elementów. W przestrzeni o wiekszej

liczbie wymiarów mozna zbudowac znacznie ciekawsze przyklady. Istnieje

np. taki podzbiór gesty A dwuwymiarowej sfery S2 oraz izometrie f, g : A ~ A,

ze zbiory f(A) i g(A) sa rozlaczne oraz f(A) U g(A) = A. Na tym opiera sie

tzw. paradoksalny rozklad kuli Banacha- Tarskiego. N o, ale to juz zupelnie inna
historia.

Rozwiazanie zadania M 845.
Niech k bed;oie danym kolem, na którym opisany jest n-kat M. F jest n-katem foremnym

opisanym na k! a 1< kolelTI opisanyrrl na F. Niech SI, 52! ., Sn beda odcinkanll kolowymi w f(
wyznaczonymi przez proste zawierajace kolejne boki n-kata 1\1. Wszystkie one maja równe pola

Niech ponadto 5"j = S, n 5j. Oznaczmy przez lAI pole figury A. Mamy

IM n KI = IKI - (lSd + 1521 + .. + 15,,1) + (15,.01 + 152,31 + .. + 15"-1,,,1 + 15",11) 2:

2: IKI - n15,1 = IFI,

przy czym równosc zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 15,,21 = ... = 15",11 = O, czyli gdy NI Jest
foremny.
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