Hipopotam a metoda wariacyjna

Przypominamy, fe. ..

Przestrzen metryczna to dowolny
zbiér X zaopatrzony w metryke (lub
inaczej odlegloéé), to znaczy funkejg
p: X x X — Ry, ktéra spelnia
nastepujace warunki:
(1) p(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy = =y,
(i) plz,y) = ply, r) dla wszystkich
z,y € X;
(iil) p(z,y) < ple,2) + p(z,¥) dla
wszystkich =, ¥,z € X.

Trzeci warunek nazywamy nierdwnosdcig
trajhata.

Ciag (yn) punktéw przestrzeni
metrycene] X jest zbieiny do y wtedy

i tylko wtedy, gdy lim p(ya.,y) = 0.
Powiemy, ze podzb‘i‘érc?( przestrzeni
metrycznej X jest zwarty, jesli dowolny
cigg (¢, ) punktéw zbioru K zawiera

podciag (¢, ) zbiezny do pewnego z € K.

7 kazdego pokrycia podzbioru zwartego
zbiorami otwartymi mozna wybrad
pokrycie skoliczone.

@

Rozwigzanie zadania M 844,

Dowodzimy przez indukcje. Dla n = 3
mamy planety A;, Az, As. Jesli np.
|[A1A3] < |A2A3] < |A3A1], to Az jest
niecbserwowana. Zaldzmy, ze n > 3.
Niech A,—1, A, beda takimi planetami,
2e |Ap_1 Ay = min|A;4;]. Jedli

i3
astronom znajdujacy sie na jednej
z planet Ay,..., A,—2 obserwuje
planete A, lub A,, to na planety
Ay, ..., Au—2 nie starcza astronoméw (bo
Ap_1 1 A, obserwuja siebie nawzajem).
Jesli natomiast zaden 2 astronomow
2 Ay,..., Ag~2 nie obserwuje ani
planety A, _, ani A,, to stosujemy
zalozenie indukeyjne do Ay, ..., An—a.

Michat WOJCIECHOWSKI

Kazdy wie, ze hipopotam potrafi poteznie rozdziawié paszeze. Odleglosei
niektérych par punktow hipopotama wtedy wzrastaja; odlegtodcei innych

- maleja. Rozdziawi¢ paszezy tak, by odleglosé zadnej pary jego punktéw nie
zmalala, hipopotam nie moze. Intuicyjnie jest to w miare jasne — my jednak, by
nabraé stuprocentowej pewnosci, ze istotnie tak jest, rozwiazemy ponizsze

Zadanie o hipopotamie. Niech K bedzie zbiorem zwartym metrycznym

2 metryka p(-, ). Wykazaé, ze dowolne przeksztateenie f: K — K, spelniajgce
dla wszystkich x,y € K warunek p(f(z), f(y)) > p(x,y), jest izometrig.

Jako pierwsi zadanie to rozwiazali zapewne Ehrenpreis i Hurewicz. Rozwiazanie
przytoczone nizej dobrze ilustruje sile i elegancje metod wariacyjnych.
Zacznijmy od przypomnienia waznej wlasnosci zbiordw zwartych metrycznych.
Powiemy, ze podzbidér £ przestrzeni metrycznej X (czyli zbioru z metryka p(-,-))
jest e-sieciq, jezeli dla dowolnego x € X istnieje taki y € &, ze p(a,y) < e.
Okazuje sie, ze jezeli X jest zbiorem zwartym, to dla kazdego € > 0 istnieje
skonczona e-sie¢ zawarta w X.

Zalézmy na poczatek, ze f jest ,na”. Z tresci zadania wynika, oczywiscie,
réznowartodciowosé f, wiece istnieje wtedy przeksztalcenie g : K — K odwrotne
do f, ktdre jest rowniez ,na”, o tej whasnogcei, ze dla dowolnych z,y € X
zachodzi nieréwnosé p(g(z), g(y)) < p(x,y). Wykazemy, ze g jest izometria.

Wybierzmy dwa ustalone punkty p;, p2 € K oraz liczbe € > 0. Sposrdd
wszystkich e-sieci w K wybierzmy taka sie¢ &, ktéra spelnia warunek
(*) nie istnieje s-sieé &', taka, ze Z ple,y) < Z plz,y) —e.
z,ye&! x,yeE
Oczywiscie, jest to mozliwe (Czytelnik zechee sobie przypomnieé definicje kresu

dolnego).

Zauwazmy teraz, ze ¢(&) jest réwniez e-siecia. Istotnie, jezeli y € K, to
istnieje takie @ € &, ze p(x, f(y)) < €. Stad p(g(z),y) = p(g(2), 9(f(y))) <
< p(z, f(y)) < e. Poniewaz g(z) € g(£), wiec g(£) jest e-siecia.

x!yec
dowolnych punktéw a,b € £ dostajemy

plo(a),9(0) > plab)+ 3 (p(z, 1) = plo(@), o)) — € >
(x )% a)

> pla,b) —.
Poniewaz £ jest e-siecia, istnieja takie a,b € &, ze p(p1,a) < e oraz p(ps2,b) < e.
Mamy wiec, korzystajac dwukrotnie z nieréwnosci trdjkata,
p(9(p1), 9(p2)) > p(g(a), g(b)) = p(9(p1), 9(a)) — p(g(p2), 9(b)) >
2 pla,b) = = p(p1, @) — p(p2, b) 2
> p(p1,p2) — p(p1, @) — p(p2,b) — € — p(p1, @) — p(p2,b) >
> p(p1, p2) — Be.

Poniewaz ¢ bylo wybrane dowolnie, wiec p(g(p1), 9(p2)) > p(p1,p2). Razem
z zalozeniem zadania daje to ostatecznie réwnosé p(g(p1), g(p2)) = p(p1, p2)-

Na mocy warunku (x) jest wiec > p(g(z),9(y)) > 3. p(z,y) —e. Stad, dla
rye&

Jak teraz pozby¢ sie dodatkowego zalozenia, ze f jest ,na”? Dopomoze nam

w tym pojecie pokrewne do e-sieci. Nazwiemy podzbidor A przestrzeni metrycznej
e-rozdzielonym, jezeli kazde dwa jego rézne punkty sa odlegle o co najmniej .
W dowolnej przestrzeni metrycznej zwartej istnieje dla dowolnego ¢ > 0
najwiekszy (tzn. taki, ze nie istnieje podzbidr e-rozdzielony o wiekszej liczbie
elementow) podzbidr e-rozdzielony (dlaczego?).
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Wykazemy, ze f(K) jest gestym podzbiorem K. W przeciwnym razie dla
pewnego £ > 0 kula o $srodku w pewnym punkcie a € K i promieniu € bylaby
roztaczna z f(K). Innymi stowy: p(a, z) > ¢ dla kazdego = € f(K). Niech teraz
A bedzie maksymalnym zbiorem e-rozdzielonym zawartym w K. Poniewaz [ nie
zmniejsza odleglodel, f(A) jest réwniez zbiorem e-rozdzielonym. Lecz wéwezas
takze f(A)U {a} jest e-rozdzielony i ma wiecej elementéw niz A. Sprzecznoéé.

Zauwazmy teraz, ze na zbiorze f(K) mozna okresli¢ funkcje go : f(K) — K
odwrotna do f. Funkeja gg jest jednostajnie ciagla, co wiecej,
p(g0(2),90(y)) < p(2,y), dla 2,y € f(K). Ma ona zatem rozszerzenie ciagle
g : N — K, takie, ze p(g(:c),g(y]) < p(z,y), dla z,y € K (dlaczego?).
Oczywidcie g(K) = K (a nawet go(f(K)) = K). Zatem, postepujac tak, jak
w pierwszej czesci dowodu dostaniemy, ze p(g(z), g(y)) = p(2,y). Co za tym
idzie, f jest izometria.

Jeszeze dwie uwagi. Po pierwsze, dowéd byltby nieco prostszy, gdyby$my

wiedzieli, ze istnieje e-sie¢ £, dla ktérej wielkosé >~ p(z,y) jest najmniejsza.
xyEeE

Rzeczywidcie jest to prawda, ale po dotaczeniu (nietrudnego) dowodu tego faktu

caly tekst niepotrzebnie by sie wydluzyl.

Po drugie, mozemy pokusié si¢ o dowdd faktu nieco ogdlniejszego. Zatézmy,

ze K, zamiast samemu by¢ zbiorem zwartym, jest jedynie gestym podzbiorem
zbioru zwartego metrycznego (bardziej fachowo méwimy wiedy, ze K ma
zwarte uzupelnienie lub jest catkowicie ograniczony — w przypadku podzbiordw
przestrzeni euklidesowej oznacza to tyle, ze K jest ograniczony). Juz to
skromniejsze zatozenie implikuje teze naszego zadania. Istotnie, niech L bedzie
takim zwartym nadzbiorem K, ze K jest jego gestym podzbiorem. Wéwezas na
zbiorze f(K) mozna okresli¢ funkcje go : f(K) — K odwrotna do f, jednostajnie
ciagla — spelniajaca warunek p(go(z), go(v)) < p(z,y), dla 2,y € J(K). Mozna
wige rozszerzy¢ go do funkeji ciaglej g przeksstatcajacej domkniecie f(K)
zbioru f(K) w zbiér L, dla ktérej p(g(:r:),g(y)) < plz,y), dlax,y e f(K).

Ale m = L, tzn. f(K) jest gestym podzbiorem L. Dowdd tego faktu jest
analogiczny jak w przypadku K zwartego. Z naszego zadania wynika wiec, e g
Jjest izometria zbioru L, a co za tym idzie, f = 9;}(1 jest izometrig zbioru K.

Jest jednak spora réznica miedzy przypadkiem, gdy zbidr K jest zwarty,

a przypadkiem, gdy K jest jedynie gesty w pewnym zbiorze zwartym. W tym
drugim przypadku f, mimo ze jest izometria, nie musi by¢ ,na”. Mozna sig

o tym przekonaé biorac np. liczbe o niewspéhmierna z 7w oraz podzbiér K
okregu z? 4+ y? = 1 zlozony z punktéw postaci (cos na,sinne), dlan=0,1,2,...
Woéwezas obrét o kat « jest izometrig zbioru K, ale nie jest ,na” — punkt (1,0)
nie jest obrazem zadnego innego punktu. Obrét f o kat ma jest izometrig /X

o tej wlasnosei, ze K \ f(/') ma m elementéw. W przestrzeni o wiekszej

liczbie wymiaréw mozna zbudowaé znacznie ciekawsze przyklady. Istnieje

np. taki podzbiér gesty A dwuwymiarowej sfery S? oraz izometrie f,g: A — A
ze zbiory f(A) i g(A) sa roztaczne oraz f(A) Ug(A4) = A. Na tym opiera sie
tzw. paradoksalny rozktad kuli Banacha—Tarskiego. No, ale to juz zupelnie inna
historia.
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Niech k bedzie danym kolem, na ktérym opisany jest n-kat M, F' jest n-katem foremnym
opisanym na k, a K kolem opisanym na F. Niech 5;,52,...,5, beds adcinkami kolowymi w KX
wyznaczonymi przez proste zawierajgce kolejne boki n-kata M. Wszystkie one majg réwne pola
Niech ponadto 5, ; = §; N 5;. Oznaczmy przez |A| pole figury A. Mamy

IMn K| =|&E| - (S + 152l + -+ 1Sal) + (1S1.2] + [Sa,al + -+ |Snc1,nl + |Sanl) 2

z | K| = nl5:] = [F],

przy czym réwnosé zachodszi wtedy i tylko wtedy, gdy |S1,2| = ... = |5.,1] = 0, cayli gdy M jest
foremny.
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