Brachistochrona

Trzysta dwa lata temu, w czasopismie Acla
Eruditorum, Jan Bernoulli zapytal, jaki ksztalt ma
krzywa (od greckich brachist — najkrétszy i chronos

— czas nazywana brachistochrona), po ktérej ruch

z punktu A do punktu B pod wplywem sity grawitacji
trwa najkrécej.

Aby, podobnie jak sam Bernoulli, Newton, czy Leibniz,
odpowiedzie¢ na powyzsze pytanie, wprowadzmy uktad
wspolrzednych tak, jak to pokazuje rysunek.
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Czas, w jakim zsuwajacy sie punkt pokonuje fragment
krzywej o dlugosci di, jest rowny %. Mamy tez

dl = (1 + ¢/(x)?)"/%dz, a z zasady zachowania energii
wynika, ze mgh = %mvE, czyli, przy oznaczeniach

z rysunku, predkos¢ v spelnia w kazdej chwili réwnanie
v? = 2gy(x). Calkowity czas ruchu wzdtuz kraywej
y(x) to caltka ‘1—;, a zatem ostatecznie

(1) T(y) = [ f(u(2), ¥ (=) dz,
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gdzie f(y,y') = AT ( 7 ) . Zagadnienie
brachistochrony polega wiee na znalezieniu takiej
funkeji rézniczkowalnej y : [0, a] — I, spelniajacej
warunki y(0) = 0, y(a) = b, dla ktérej catka T[y] ma
najmniejsza wartos¢. Oto szkic rozwiazania.

Krok 1: rewnanie Eulera—Lagrange’a. Warunek
konieczny na to, by funkcja y byta minimum
funkcjonatu 7', ma postaé
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Dowéd tego faktu mozna znalezé w dowolnym
podreczniku rachunku wariacyjnego.

Réwnanie (2) jest réwnaniem rézniczkowym
zwyczajnym drugiego rzedu. Jego postaé
zalezy od funkeji f; w naszej sytuacji, dla

f(y,y') = const - V(1 +y?)/y, jest to doé¢ paskudne

réwnanie nieliniowe. Zeby niepotrzebnie nie straszyé
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Czytelnikéw, nie bedziemy go w ogole wypisywaé.

Krok 2: pierwsze catkowanie. Gdy funkcja [ nie
zalezy w jawny sposob od z, to wéwczas réwnanie
Eulera-Lagrange’a mozna natychmiast jeden raz
scatkowaé 1 zamiast (2) napisaé

(3) = y’g—i = const .

(Roézniczkujac lewa strone powyzszego réwnania
wizgledem z, dostajemy lewa strone réwnania (2)
pomnozona przez ¥'.) Po mechanicznym obliczenin
pochodnej f wzgledem zmiennej 3’ 1 doprowadzeniu
réwnania do najprostszej postaci otrzymamy

(4) y(l+y?) =c.

Krok 3: drugie caltkowanie. Rownanie (4) mozna juz
brutalnie scatkowaé. Zeby si¢ nadmiernie nie meczyc,
dokonamy podstawienia y’ = tg# (Czytelnik zechce
sie zastanowié, jaki jest jego sens geometryczny).
Wéwezas 1 +¢'% = 1+ tg2 g.=1/ cos® @, a zatem
mamy y = ¢ cos? . Obie strony tej réwnoéci
zrézniczkujemy teraz wzgledem zmiennej x — po to,
by réwniez x wyrazié jako funkcje 6. Dostaniemy

tgf =y = —2c0 cosfsind .
Poniewaz 2 cos? @ = 1 + cos 20, wiec
1= —2¢f’ cos? 0 = —¢(1 + cos 26)0' .

Zatem, x + ¢; = —c(0 + 1 sin 26). Otrzymane réwnania,
po podstawieniu o = m — 26, maja postaé

2y = ¢(1 — cos o),
2(x + ¢2) = e[ —sin &)

1 sa parametrycznymi réownaniami cykloidy, krzywej,
ktéra zakresla punkt okregu toczacego sie bez poslizgu
po prostej.

Na razie wykonalismy taka mniej wiecej prace
umystowa, jak uezen, ktérego zapytano o minima
lokalne funkeji g(z) = 23, a on z radoécia odpowiada:
pochodna tej funkeyi, ¢'(z) = 322, znika dla z = 0,
wiec tam wlasnie jest minimum. Sprawdzenie,

ze funkcjonal T' w ogdle przyjmuje najmniejsza
wartos¢, wymaga jednak wiedzy z zakresu analizy
funkejonalnej; nie bedziemy go wiee tu Czytelnikom
prezentowaé.

Na zakonczenie warto powiedzieé, ze zadanie Jana
Bernoulliego o brachistochronie to poczatek rachunku
warlacyjnego, bogate] galezi matematyki, ktéra

w dwudziestym wieku przezywa burzliwg druga
mlodos¢, po czesei ze wzgledu na zastosowania

w fizyce (np. czastek elementarnych), a po czeéei

z powodéw czysto matematycznych. Glebsze wnikanie
w te historie moze byé racze] motywem dhugich
intymnych kontaktéw z nauka niz tematem krétkiego
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