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Trójki i pary, o których mowa obok,

sa jednoznaczne z dokladnoscia do

permutacji cyklicznych - np. trójek

(55,250,133) i (250,133,55) nie uwazamy
za rózne.
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artykulu, jest nauczycielem matematyki

w Raciazu.

Hugo Steinhaus W ksiazeczce 100 zadan podaje (jako zadanie do udowodnienia)

nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Napiszmy dowolna liczbe naturalna w dziesiatkowym ukladzie

pozycyjnym i obliczmy sume kwadratów cyfr tej liczby. Z otrzymana liczba zróbmy

to samo i postepujmy w ten sam sposób dalej. Jezeli ten proces nie doprowadzi

nas do jedynki (po czym, oczywiscie, jedynka bedzie powtarzac sie bezustannie), to

doprowadzi na pewno do liczby 145, po czym wystapi cykl

145, 42, 20, 4, 16, 37, 58, 89,

który bedzie sie powtarzac.

Startujac, na przyklad, od liczby 5699999 i powtarzajac opisana w twierdzeniu

procedure, otrzymamy ciag:

5699999, 466, 88, 128, 69, 117, 51, 26, 40, 16, 37, 58, 89, 145.

Startujac natomiast od liczby 688888 mamy:

688888, 356, 70, 49, 97, 130, 10, 1.

Twierdzenie to mozna udowodnic w nastepujacy sposób.

Dowód. Niech n bedzie dana liczba naturalna. Niech k bedzie liczba cyfr

liczby n oraz niech ni oznacza sume kwadratów cyfr liczby n. Jesli k 2: 4, to

k < 10k-3 i wówczas:

ni::; 92k = 81k < 100k < 102. 10k-3 = lOk-l.

Jesli wiec k 2: 4, to liczba cyfr liczby ni jest mniejsza od liczby cyfr liczby n.

Wystarczy zatem wykazac, ze badana wlasnosc maja wszystkie liczby naturalne

mniejsze od 1000. Jesli n < 1000, to ni :S 9991 = 3 .92 = 243. Mozemy wiec

ograniczyc sie tylko do liczb naturalnych n mniejszych lub równych 243.

Z latwoscia sprawdzamy, ze wszystkie takie liczby spelniaja teze. _

Podobne twierdzenie mozna udowodnic dla sumy szescianów. Spójrzmy najpierw

na przyklady.

13 + 53 + 33 = 153,

33 + 73 + 03 = 370,

33 + 73 + 13 = 371,

43 + 03 + 73 = 407.

Oznaczmy przez s( n) sume szescianów cyfr liczby naturalnej n. Z przykladów

tych wnioskujemy, ze istnieja 4 liczby naturalne n, rózne od 1, spelniajace

równosc s(n) = n. Liczbami tymi sa: 153,370,371 oraz 407. Mozna wykazac,

ze innych liczb o takiej wlasnosci nie ma. Istnieja dokladnie dwie pary (a, b)

liczb naturalnych spelniajacych równosci: s(a) = b, s(b) = a. Sa to pary:

(136,244) i (919,1459). Istnieja ponadto (dokladnie dwie) trójki (a, b, c),

takie, ze s(a) = b, s(b) = c i s(c) = a. Trójkami tymi sa: (55,250,133) oraz

(160,217,352).

Twierdzenie 2. Napiszmy dowolna liczbe naturalna w dziesiatkowym 1tkladzie

pozycyjnym i obliczmy sume szescianów cyfr tej liczby. Z otrzymana liczba

zróbmy to samo i postepujmy w ten sam sposób dalej. Proces ten doprowadzi nas

zawsze do jednej z liczb: 1,55, 136, 153, 160,370, 371, 407, 919.

Dowód. Niech n bedzie dana liczba naturalna i niech k bedzie liczba cyfr

liczby n. Jesli k 2: 5, to k < 10k-4 i wówczas:

s(n) :S 93k < 103k < 103. 10k-4 = lOk-l.

Jesli wiec k 2: 5, to liczba cyfr liczby s(n) jest mniejsza od liczby cyfr liczby n.

Wystarczy zatem wykazac, ze badana wlasnosc maja wszystkie liczby naturalne

mniejsze od 10000. Jesli n < 10000, to s(n):S s(9999) = 4.93 = 2916.
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Mozemy wiec ograniczyc sie tylko do liczb naturalnych n mniejszych lub

równych 2916. Z latwoscia sprawdzamy (na przyklad za pomoca komputera),

ze wszystkie takie liczby spelniaja teze. -

N astepne dwa twierdzenia dotycza sum czwartych i piatych poteg·

Twierdzenie 3. Proces polegajacy na obliczaniu sumy czwartych poteg cyfr

liczby naturalnej doprowadzi nas zawsze do jednej z liczb: 1,1138,1634,2178,

8208, 9474.

Twierdzenie 4. Proces polegajacy na obliczaniu sumy piatych poteg cyfr liczby

naturalnej doprowadzi nas zawsze do jednej z liczb: 1, 244, 4150, 4151, 8294,

8299,9044,9045,10933,24584,54748,58618,89883, 92727, 93084, 194979.

Dowody sa podobne do dowodów twierdzen 1 i 2; pozostawiamy je jako zadanie

dla Czytelników. Z dowodów tych wynikaja nastepujace interesujace równosci.

Innych równosci tego typu nie ma.

Zalózmy teraz, ze f(x) = asxs + as_1xs-1 + ... + a1x1 + aD jeet wielomianem

jednej zmiennej x o nieujemnych wspólczynnikach calkowitych. Za pomoca tego

wielomianu definiujemy funkcje F, dzialajaca ze zbioru liczb naturalnych do

zbioru liczb naturalnych. Robimy to w nastepujacy sposób. Niech n bedzie dana

liczba naturalna. Niech C1, C2, ... , Ck beda cyframi (w dziesiatkowym ukladzie

pozycyjnym) liczby n. Wówczas przyjmujemy:

F(n) = f(C1) + f(C2) + ... + f(ck)'

Np. jesli f(x) = 3x2 + 9, to F(201) = f(2) + f(O) + f(l) = 21 + 9 + 12 = 42.

N apiszmy dowolna liczbe naturalna n. Obliczmy F( n). Z otrzymana liczba

zróbmy to samo i postepujmy w ten sam sposób dalej. Otrzymamy wówczas

C1ag:

14 + 64 + 34 + 44 = 1634

84 + 24 + 04 + 84 = 8208

94 + 44 + 74 + 44 = 9474

45 + 15 + 55 + 05 = 4150

45 + 15 + 55 + 15 = 4151

55+45+75+45+85= 54748

95 + 25 + 75 + 25 + 75 = 92727

95 + 35 + 05 + 85 + 45 = 93084

15 + 95 + 45 + 95 + 75 + 95 = 194979

j(x) mJ

2x + 2

14

3x

27

3x + 1

26

3x + 2

25

6x

54

6x + 5

52

2x2 + 2x + 1

191

3x2 + 9

105

3x2 + 3x + 4

162

3x2 + 6x + 5

273

5x2 + 5x

10

6x2 + 6x + 6

426

x3 + x + 8

228

x3 + x2

152

x3 + x2 + 4x + 7

33

x3 + 2x2 + 3x + 5

596

x3 + 2x2 + 7x + 1

647

x3 + 2x2 + 7x + 7

185

n, F(n), F(F(n)), F(F(F(n))), ....

Kazdy ciag takiej postaci nazwijmy f-ciagiem. Dla przykladu nastepujace dwa

ciagi sa f-ciagami dla f(x) = 3x2 + 9.

201, 42, 78, 357, 276, 294, 330, 81, 213, 69, 369, 405, 150, 105, 105, ...

899, 741, 225, 126, 150, 105, 105, ...

Pierwszy z tych ciagów powstal dla n = 201, a drugi dla n = 899. W jednym

i drugim ciagu pojawila sie liczba 105, która powtarza sie bezustannie. To

nie jest przypadek. Okazuje sie, ze jesli f(x) = 3x2 + 9, to w kazdym f-ciagu

pojawi sie liczba 105. Latwo to udowodnic. Dowód jest podobny do dowodów

twierdzen 1 i 2. Widzimy wiec, ze istnieja takie wielomiany f(x), ze w kazdym

f-ciagu wystepuje zawsze ta sama liczba naturalna mj. Kilka przykladów takich

wielomianów f(x) wraz z ich liczba mj przedstawiamy obok.

Do tej pory rozwazalismy tylko dziesiatkowy uklad pozycyjny. Przy definiowaniu

f-ciagów wykorzystalismy funkcje F zdefiniowana za pomoca cyfr ukladu

dziesietnego. Podobna funkcje F mozemy zdefiniowac wykorzystujac cyfry

dowolnego ustalonego systemu pozycyjnego. Otrzymamy wówczas nowe f-ciagi,

które równiez maja ciekawe wlasnosci. Jesli, na przyklad, f(x) = 8x2 + 5x + 7

i ustalonym sytemem pozycyjnym jest system trójkowy, to w kazdym f-ciagu

wystepuje liczba, której zapisem dziesietnym jest 145. Jesli natomiast

f(x) = 2x2 + 5 i ustalonym systemem jest system siódemkowy, to w kazdym

f-ciagu wystepuje 81 lub 25 lub 145.
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