Uogdlnienia zadania Steinhausa o liczbie 145

Tréjki i pary, o ktérych mowa obok,

sa Jednoznaczne z dokladnodcig do
permutacji cyklicznych — np. tréjek
(55,250,133) i (250, 133,55) nie uwazamy
za rézne.

Pan Jézef Kwiatkowski, wspolautor
artykulu, jest nauczycielem matematyki
w Raciazu

Jozef KWIATKOWSKI, Andrzej NOWICKI

Hugo Steinhaus w ksiazeczce 100 zadani podaje (jako zadanie do udowodnienia)
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Napiszmy dowelng liczbe naturalng w dziesigtkowym ukladzie
pozycyjnym i obliczmy sume kwadratow eyfr tej liczby. Z otrzymang liczbg zrabmy
to samo 1 postepuymy w ten sam sposob dalej. Jezeli ten proces nie doprowadz
nas do jedynki (po czym, oczywiscie, jedynka bedzie powtarzaé sig bezustannie), to
doprowadzi na pewno do liczby 145, po czym wystapi cykl

145, 42, 20, 4, 16, 37, 58, 89,

ktory bedzie sie powtarzal.

Startujac, na przyklad, od liczby 5699 999 i powtarzajac opisana w twierdzeniu
procedure, otrzymamy ciag:

5699999, 466, 88, 128, 69, 117, 51, 26, 40, 16, 37, 58, 89, 145.
Startujac natomiast od liczby 688 888 mamy:
688 888, 356, 70, 49, 97, 130, 10, 1.

Twierdzenie to mozna udowodnié w nastepujacy sposdb.

Dowdéd. Niech n bedzie dana liczba naturalna. Niech k bedzie liczba cyfr
liczby n oraz niech n' oznacza sume kwadratéw cyfr liczby n. Jesli k > 4, to
k < 1083 i wéwczas: :

n' < 9%k = 81k < 100k < 10% - 10%-3 = 10*-1.

Jedli wiec k > 4, to liczba cyfr liczby n’ jest mniejsza od liczby cyfr liczby n.
Wystarczy zatem wykazaé, ze badana wlasno$é maja wszystkie liczby naturalne
mniejsze od 1000. Jesli n < 1000, to n’ < 999’ = 3 -9% = 243. Mozemy wiec
ograniczy¢ sie tylko do liczb naturalnych n mniejszych lub réwnych 243.

7 tatwoscia sprawdzamy, ze wszystkie takie liczby spelniaja teze. m

Podobne twierdzenie mozna udowodnié dla sumy szeScianow. Spdjrzmy najpierw
na przyktady.

1° + 5% + 3% = 153,

BB 0% =70,

32 4+7°4+1° = 371,

43 +0° + 7° = 407.
Oznaczmy przez s(n) sume szeSciandw cyfr liczby naturalnej n. Z przykladow
tych wnioskujemy, ze istnieja 4 liczby naturalne n, rézne od 1, spetniajace
réwnoéé s(n) = n. Liczbami tymi sa: 153, 370, 371 oraz 407. Mozna wykazac,
ze innych liczb o takiej wlasnoscei nie ma. Istnieja doktadnie dwie pary (a, b)
liczb naturalnych spetniajacych réwnosci: s(a) = b, s(b) = a. Sa to pary:
(136,244) i (919, 1459). Istnieja ponadto (dokladnie dwie) tréjki (a,b,c),
takie, ze s(a) = b, s(b) = ¢ 1 s(¢) = a. Tréjkami tymi sa: (55, 250, 133) oraz
(160, 217, 352).

Twierdzenie 2. Napiszmy dowolng liczbe naturalng w dziesigthowym ukladzie
pozycyjnym i obliczmy sume szeSciandw cyfr tej liczby. Z otrzymang liczbg
zrobmy to samo 1 postepuymy w ten sam sposob dalej. Proces ten doprowadzi nas

zawsze do jednej z liczb: 1, 55, 136, 153, 160, 370, 371, 407, 919.
Dowdéd. Niech n bedzie dana liczba naturalna i niech k bedzie liczba cyfr
liczby n. Jedli k > 5, to k < 10¥~* i wéwczas:

s(n) < %% < 107k < 107 - 1058 =107

Jeéli wiec k > 5, to liczba cyfr liczby s(n) jest mniejsza od liczby cyfr liczby n.
Wystarczy zatem wykazac, ze badana wlasnos¢ maja wszystkie liczby naturalne
mniejsze od 10000. Jeéli n < 10000, to s(n) < s(9999) = 4 - 93 = 2916.
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Mozemy wiec ograniczy¢ sie tylko do liczb naturalnych n mniejszych lub
réwnych 2916. 7 latwoscia sprawdzamy (na przyktad za pomoca komputera),
ze wszystkie takie liczby spelniaja teze. m

Nastepne dwa twierdzenia dotycza sum czwartych i piatych poteg.

Twierdzenie 3. Proces polegajacy na obliczaniu sumy czwartych poteg cyfr
liczby naturalnej doprowadzi nas zawsze do jednej z liczb: 1, 1138, 1634, 2178,
8208, 9474.

Twierdzenie 4. Proces polegajacy na obliczaniu sumy piglych poteg cyfr liczby
naturalnej doprowadzi nas zawsze do jednejy z liczb: 1, 244, 4150, 4151, 8294,
8209, 9044, 9045, 10933, 24 584, 54 748, 58 618, 89883, 92727, 93084, 194 979.

Dowody sa podobne do dowodéw twierdzen 1 i 2; pozostawiamy je jako zadanie
dla Czytelnikéw. Z dowodéw tych wynikaja nastepujace interesujace réwnodcei.

1+ 6%+ 3%+ 4* = 1634 AP+ 15455408 = 4150
84+ 9% 4+ 0% + 8% = 8208 45 +1545°+1°= 4151
0% 144 74+ 41 = 9474 5% 4B 4 T8 SR = - B4 T4R

L P UL T DT = 0T
95 4+354+0%4+8%4+4%= 93084
154+ 9% 4+ 454+ 9° +7° 4+ 9° = 194979

Innych réwnosci tego typu nie ma.

Zalézmy teraz, 7e f(z) = asx® + as—12° 1+ -+ ajz! + ap jest wielomianem
jednej zmiennej x o nieujemnych wspdlczynnikach calkowitych. Za pomoca tego
wielomianu definiujemy funkcje F', dzialajaca ze zbioru liczb naturalnych do
zbioru liczb naturalnych. Robimy to w nastepujacy sposéb. Niech n bedzie dana
liczba naturalng. Niech ¢, eq,...,cr beda cyframi (w dziesiatkowym uktadzie
pozycyjnym) liczby n. Wéwczas przyjmujemy:

F(n) = f(e1) + fle2) +-- -+ fler).
Np. jesli f(z) = 322+ 9, to F(201) = f(2) + f(0) + f(1) =21+ 9+ 12 = 42.

Napiszmy dowolna liczbe naturalna n. Obliczmy F(n). Z otrzymana liczba
zrébmy to samo i postepujmy w ten sam sposob dalej. Otrzymamy wowezas
ciag:
3y F(n)r F(F(n)): F(F(F(n‘))):
Kazdy ciag takiej postaci nazwijmy f-ciggiem. Dla przykladu nastepujace dwa
ciagi sa f-ciagami dla f(z) = 322+ 9.
201, 42, 78, 357, 276, 294, 330, 81, 213, 69, 369, 405, 150, 105, 105, ...
899, 741, 225, 126, 150, 105, 105, ...

Pierwszy z tych ciagéw powstal dla n = 201, a drugi dla n = 899. W jednym

i drugim ciagu pojawila sie liczba 105, ktora powtarza sie bezustannie. To

nie jest przypadek. Okazuje sie, ze jedli f(z) = 322+ 9, to w kazdym f-ciagu
pojawi sie liczba 105. Latwo to udowodni¢. Dowdd jest podobny do dowoddéw
twierdzen 1 i 2. Widzimy wiec, ze istnieja takie wielomiany f(z), ze w kazdym
f-ciagu wystepuje zawsze ta sama liczba naturalna my. Kilka przyktadéw takich
wielomianéw f(x) wraz z ich liczba mj przedstawiamy obok.

Do tej pory rozwazaliémy tylko dziesiatkowy uktad pozycyjny. Przy definiowaniu
f-ciagdéw wykorzystalismy funkcje F' zdefiniowana za pomoca cyfr uktadu
dziesietnego. Podobna funkcje F' mozemy zdefiniowaé wykorzystujac cylry
dowolnego ustalonego systemu pozycyjnego. Otrzymamy woéwcezas nowe f-ciagi,
ktére réwniez maja ciekawe wlasnosci. Jeéli, na przyklad, f(z) = 8z2 + 5z + 7

1 ustalonym sytemem pozycyjnym jest system trojkowy, to w kazdym f-ciagu
wystepuje liczba, ktdrej zapisem dziesietnym jest 145. Jesli natomiast

f(z) = 222 + 5 i ustalonym systemem jest system siédemkowy, to w kazdym
f-ciagu wystepuje 81 lub 25 lub 145,
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