O parzystokatach wpisanych i opisanych na okregach

Niniejszy artykul stanowi skrét
pracy nagrodzone) zlotym medalem
w Konkursie Uczniowskich Prac

z Matematyki w 1997 roku.
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W ponizszym tekécie termin wielokat bedzie oznaczaé wielokat wypukly lub
gwiazdzisty. Parzystokqiem nazwiemy wielokat o parzystej liczbie wierzchotkéw.
Rozwazane dalej wielokaty sa przewaznie wpisane w okrag i jednoczeénie opisane
na innym okregu; méwimy wéwcezas krétko, ze wielokat jest wpisany i opisany na
okregach.

Naszkicujemy, bez nadmiernego wnikania w formalne
szezegoly, kilka wlasnosel parzystokatéw wpisanych

i opisanych na okregach. Wlasnosci te wynikaja

z dwdch prostych lematdw. Dla zilustrowania
uzywanych metod zajmiemy sie najpierw nieco
dokladniej dwiema (dualnymi) wlasnoéciami
przedstawionymi ponizej, w Twierdzeniu 1.

Twierdzenie 1. W dowolnym parzystokacie
wpisanym w okrag i jednoczednie opisanym na innym
okregu
(1) proste taczace wierzchotki przeciwlegle
przecinaja sie w jednym punkeie;
(2) punkty przeciecia prostych zawierajacych boki
przeciwlegte leza na jednej prostej.

W dowodzie twierdzenia wykorzystamy dwa nietrudne
lematy.

Lemat 1. Dwa okregi, polozone jeden wewnatrz
drugiego, moina przeksztatcié¢ przez rzut srodkowy
na dwie elipsy wspélérodkowe.

Dowéd. Punkty przecigcia prostej 0105 z okregami oznaczmy kolejno przez P,
Py, Q1, Q2 (patrz rys. 2). Rozwazmy plaszczyzne S prostopadla do plaszczyzny
obu okregdéw i zawierajaca ich Srodki. Z odpowiednio dobranego punktu A € S
wykonujemy teraz taki rzut srodkowy, aby zaden punkt odcinka P,@Q» nie
przeszedl do nieskonczonoéci, a obrazy odcinkéw Pj Ps i Q1 @y mialy réwne
dhugoéci. Wystarczy w tym celu wybraé tak punkt A € S, by odcinki P, P, i
1Q2 byly z niego widoczne pod tym samym katem (takich punktéw jest wiele;
dobér jednego z nich ilustruje rysunek 3).

Latwo sprawdzi¢, ze rzut srodkowy z punktu A na plaszezyzne S; prostopadla
do dwusiecznej kata P; AQs spelnia zadane warunki. (Obrazy odcinkéw P; Py

1 1Q2 sa wéwcezas symetryczne wzgledem dwusiecznej kata Py AQ», a zatem sa
réwnej dlugoscl.) m

Lemat 2. Dowolny parzystokat wpisany i opisany na elipsach wspélérodkowych
ma srodek symetrii, ktéry jest zarazem wspdlnym srodkiem symetrii obu elips.

Dowdéd. Oznaczmy przez Wi, Wa,..., Wa, wierzcholki rozpatrywanego
wielokata, a ich obrazy w symetrii srodkowej wzgledem wspélnego érodka A

obu elips — odpowiednio przez W/, Wj,..., W3, . Ustalmy orientacje elipsy
zewngtrzne] F jak na rysunku 4. Rozwazmy przeksztalcenie p elipsy £ na

E, w ktérym obraz p(W) punktu W € E jest takim punktem elipsy E,

ze odcinek Wp(W) jest styczny do wewnetrznej elipsy, a tuk skierowany Wp(W)
ma orientacje zgodna z wybrana orientacja elipsy E.

Jesli punkt X € E naleiy do skierowanego tuku Y'Z C E, to oczywiscie p(X)
lezy na tuku skierowanym p(Y)p(Z). Przez indukcje dostajemy stad
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(1) (X€YZCE) = ("(X)ep"(YW'(2)CE).

Przypuéémy teraz, ze pewne dwa przeciwlegte wierzchotki parzystokata, np. W;
oraz Wiy, nie sa srodkowo-symetryczne wzgledem punktu A, tzn. W/ # Wiy,
oraz W; # W/,,,. Zalézmy ponadto bez zmniejszenia ogélnosci, ze

(2] I”V;i-l-n € MW; C E

(w przeciwnym przypadku dalsze postgpowanie jest analogiczne). Poniewaz
rozpatrujemy wielokat wpisany i opisany na elipsach, wiec p™(Wy) = Wiy,
p"(Wy) = Wiy, (przyjmujemy oczywiscie Wj 2, = W;). Zatem, na mocy (1)
mamy

(3) Wi € Wign W/, C E.

Z warunkéw (2) i (3) wynika, ze tuki skierowane Wi, W/ oraz W/, W; maja
przeciwna orientacje. Z drugiej strony, jeden z nich jest obrazem drugiego

w symetrii srodkowej, ktéra zachowuje orientacje. Otrzymana sprzecznosé
konczy dowdd lematu. m

Dowéd twierdzenia 1. Po wykonaniu rzutu opisanego w lemacie 1 okregi
wpisany 1 opisany przeksztalca sie na elipsy wspétérodkowe, wpisana i opisang,
odpowiednio. Na mocy lematu 2 parzystokat zostanie przeksztalcony

na parzystokat srodkowo-symetryczny. Przekatne taczace wierzcholki
przeciwlegle parzystokata srodkowo-symetrycznego przecinaja sie oczywiscie

w srodku symetrii. Zatem, w parzystokacie pierwotnym przekatne tez
przecinaja si¢ w jednym punkcie, co konezy dowéd tezy (1). Teza (2) ma
charakter dualny. Boki przeciwlegle parzystokata srodkowo-symetrycznego sa
réwnolegle (tzn. przecinaja sie w nieskoriczonoéci); zatem przediuzenia bokéw
przeciwlegltych w pierwotnym parzystokacie przecinaja si¢ na jednej prostej. m

Na podstawie udowodnionych lematéw mozna dokonaé wielu interesujacych
obserwacji. Oto niektére z nich. Szczegdltowe dowody pozostawiamy
zainteresowanym Czytelnikom.

Obserwacja 1. Rozwazmy szeéciokat ABC'DEF wpisany i opisany na okregach.
Jego przekatne AC, BD, CE, DF, FA, F'B wyznaczaja nowy szeéciokat

A'B'C'D'E'F' (rys. 5). Wowczas przekatne laczace przeciwlegle wierzcholki tych
szesciokatéw przecinaja sie w jednym punkeie — wspdlnym dla obu szesciokatéw.

Aby ja uzasadnié, wystarczy zastosowac lemat 1 i przeksztaleié¢ oba szesciokaty
na szeSciokaty srodkowo-symetryczne o wspdlnym $rodku symetrii.

Podobnie jest dla dowolnego parzystokata A; As ... Ay, wpisanego i opisanego
na okregach.
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Obserwacja 2. Rozwazmy czworokat ABC' D wpisany w okrag
K i opisany na okregu K3 (rys. 6). Oznaczmy punkt przeciecia
jego przekatnych przez O. Wéwcezas punkt O jest wspolliniowy
ze $rodkami okregéw Ky 1 Ko, a ponadto, przekatne kazdego
czworokata EFF'GH wpisanego w okrag K, i opisanego na
okregu K’y przecinaja si¢ wlasnie w punkcie O.

Dla dowodu wystarczy znéw zastosowad lemat 1.

Podobnie jest dla dowolnego parzystokata wpisanego 1 opisanego

na okregach.

Zauwazmy wreszcie, ze wszystkie wymienione twierdzenia
pozostana prawdziwe, gdy w rozwazaniach zastapimy

okregi wpisane i opisane elipsami wpisanymi i opisanymi.
Przedstawione wyzej obserwacje maja oczywisty zwiazek

z Wielkim Twierdzeniem Ponceleta (patrz np. Delta 6/1997).
Wykorzystujac lematy 1 i 2 mozna udowodnié¢ niektore szezegélne
przypadki tego twierdzenia, np. dla czworokata i okregéw.
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Rozwigzanie zadania F 473.
W oddzialywaniach wysckich energii suma mas wszystkich koricowych czastek musi

zajgcych sie czastek. Ogdlnie, dla

W naszym przypadk

+ (pc)? jest energia

gdzie E = y/ (7

nukleonu. Po prostym przeksztalceniu i podstawieniu d:
M= \_,-"..'n'-'\. +m?* +2mE/fe? = 151,13 fi.-\."..-".-"'

W takim razie M — mx — m < mg,, a wiec piony nie m




