Klub 44

Croléwka ligi zadaniowej
Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan
zadan 244 (WT=2,89) 1 245 (WT=2,54)
7z numeru 10/1997

Przemyslaw Gadszinski - Sroda 51

Andrzej Idzik

Andrzej Nowogrodzki

— Boleslawiecc 23,36
- Chociandw 18,68

Rys. 1

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydzialu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty
Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsylaé¢ rozwigzania zadan z numeru n w terminie do korica miesigca n + 2. Szkice
rozwiazan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsylaé rozwiazania czterech, trzech, dwdch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié¢ co miesiac lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki naledy przesyta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali od 0
do 1 z dokladnascia do 0,1. Oceng mnozymy przez wspélezynnik trudnosei danego zadania:

WT = 4 — 35/N, gdzie 5 oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb,
ktére nadeslaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M
lub F) — i tyle punktéw otrzymuje nadsylajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie
i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on czlonkiem Klubu 44, a nadwyzka
punktéw jest zaliczana do ponownego udzialu. Trzykrotne czlonkostwo — to tytul Weterana.
Szezegdlowy regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/1998.

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 1998

Zadania z fizyki nr 256, 257
Redaguje Jerzy B. BROJAN

256. Jednorodny strumieri réwnolegle biegnacych czastek (np. strumieit $wiatta) pada

na kulg: a) odbijajaca czastki sprezyscie (zwierciadlo kuliste), b) taka, do ktérej czastki
sie ,przyklejaja” (czarna). Jezeli promieii kul jest jednakowy, to na ktéra z nich dziala

wieksza sita? A moze sily sa jednakowe?

257. Naczynie z gazem jest izolowane termicznie od otoczenia i przedzielone na dwie
czeéci, z ktérych jedna jest zamknieta tlokiem wywierajacym na gaz stale ciSnienie p
(rys. 1). Jezeli grzalka elektryczna dostarczy do wnetrza pewna ustalong ilo$¢ ciepta @Q,
to w ktérym przypadku tlok przesunie si¢ bardziej: i

a) gdy podgrzejemy lewa cz¢dé naczynia,

b) gdy podgrzejemy prawa czes¢ naczynia,

¢) gdy polowe ciepta dostarczymy lewe]j czgéci, a polowg — prawej?

Kanalik laczacy obie czeéci naczynia jest tak waski, Ze temperatura nie ulega
wyréwnaniu.

Rozwiazania zadan z fizyki z numeru 12/1997
Przypominamy tre$é zadan:

248. Kasia i Basia siedzg na husdtawce oparte] na dwdéch podpdrkach odleglych

od siebie o d i polaczonych z tlokami o powierzchniach §; i S2 wywierajgoymi

parcie na ciecz (rys. 2); odlegloéei dziewezynek od punktéw podparci

a
wynosza odpowiednio Iy 1 [z. Jaki warunek zg spelniaé wymienione

ynoszg od ] 1 iz, Ja arunek musza spelnia¢ wymienions
ary dziew

parametry oraz cigz

zynek P; i Pa, aby huitawka pozostawala

w rownowadze? Ciezar hudtawki i tlokéw pomingé

249, ,Czarna skrzynka” zawiera uklad opornikéw 1 cztery wyprowadzenia,
przy czym do dwdch sposrdd nich przykladamy ustalone napiecie U ze

srédla zasilania, a do pozostalych dwdéch dolaczamy woltomierz o bardzo

wielkim oporze wlasnym i mierzymy napiecie U', Istnieje szeéé¢ mozliwych

sposobdw przylaczenia zasilania i woltomierza do ,czarne) skrzynki”, a zatem

szesé mozliwych wartodci U°. Zaprojektowaé mozliwie najprostszy schemat

Rys. 2

Rq

Ra

R

Ry

Rys. 3

sczarne] skrzynki”, taki, aby wirdd nich znalazly sig ERY =0 PRLE, UMY = 0,61
i ' =0,250.
248. Gdy lewy tlok przesunie si¢ w dél o =1, prawy przesunie sie w gére o xp = 1.5 /52
(mozemy zalozyé niedcisliwoéé cieczy). Oznacza to, e déwignia obréci si¢ wzgledem punktu
odleglego o dy = dS> /(51 + S2) od lewego preta i o dy = dS; /(S + S2) od prawego. Punkt
ten mozna uzna¢ za punkt podparcia déwigni, skad wynika warunek réwnowagi

Pi(li +d1) = Pa(lz + da)
czyli
Pi(1151 + 1152 + dS2) = Pa(lp5) + 1252 +dSy).

249, Jedno z rozwiazan (czy najprostsze, okaze sie po przejrzeniu listéw od Czytelnikéw) jest
przedstawione na rysunku 3, gdzie wartosci oporu spelniaja zwiazki: Ry = Rq(\/ﬁT‘F —1)/36,
R. = 3Ry — Rq = Ra(v/217 — 13)/12, Rq = 9Rp = Ra(v/217 — 1) /4. Wtedy U’ = 0,75U
otrzymujemy po przylaczeniu napiecia U do wyjsé 2 i 3, a woltomierza do wyjsc 11 4;

U’ = 0,5U — po przylaczeniu napiecia do 2 i 4, a woltomierza do 11 3; U’ = 0,25U — po
przylaczeniu napiecia do 1 i 4, a woltomierza do 2 i 3.
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Termin nadsylania rozwigzan:
30 VI 1998

Rozwigzanie zadania F 474.
chmiast
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po powstaniu ubiera sic

(podobnie

_in:«' kwa ) Lwor

ac € czny
hadron. Jezeli jej ped jest znaczaco

wiekszy od mxc/f2, to czastha X

je kaskady hadronowe, jak

WYWo

normalny hadron (]

zadania poprzedniego)

, ale po kazdym

zder iu odradza siec w nowej 333
ckolo mxc/ft
kaskady {mc
zmieniad swc
i |;:':I‘.]:.l'_||.\ sil

nie traci energii w materii detekt

slabo oddzialujace), taki ak mion.
] Ce) .

z.".]

Rozwigzanie zadania M 841.

Ustawienie moze byé nastepujace: £ = k dla £ nieparzystych

12 =n — k dla k& parz)

m

Wtedy dla ciagu s, = E x; zachodzi n|sap—1 — & (gdyz

o 1=k E (k- 1)n

‘naj rozwiazanie

1k = (k — 1)n + k), podobnie

Zadania z matematyki nr 359, 360
Redaguje Marcin E. KUCZMA

359. Czy istnieje para funkcji f, g: R — R spelniajacych dla kazdej liczby =z € R
réwnania f(g(z)) = z* oraz g(f(z))=z""?

360. Dany jest ciag liczb rzeczywistych a1, a2, ..., a2n41 0 nastepujacej wlasnosdci:
po odrzuceniu dowolnego wyrazu pozostale mozna podzielié¢ na takie dwie grupy po

n wyrazéw, ze suma wyTrazéw w pierwszej grupie jest réwna sumie wyrazéw w drugiej.
Dowieéé, ze wszystkie wyrazy ciagu sa réwne.

Twierdzenie podane w zadaniu 360, przy dodatkowym zalozeniu, ze liczby a; sa
catkowite, bylo kiedy$ zadaniem olimpijskim (patrz: J. Browkin, Zadania z olimpiad
matematycznych, tom 5, WSiP, Warszawa 1980, zadanie 82). Uogdlnienie na przypadek
ciagéw o wyrazach rzeczywistych zaproponowal pan Piotr Kumor z Olsztyna.

Rozwigzania zadan z matematyki z numeru 12/1997

Przypominamy tres¢ zadan:

351. Wyznaczyé naj kszg liczbe naturalng n, dla ktdrej istnieja czteroelementowe zbiory

Ay, ..., A, o wlasnoscl: kagdy sbidr 4; ma 2z kazdym innym zbiorem A; dokladnie jeden element

wspdlny, ale nie istnieje wspdlny element wszystkich sbiordw A;.

352. Funkcja rézni

flz) = g(f'(x)) dla = € R. Dowiesé¢, ze funkcja f jest wypukla lub w

zkowalna f: R — R spelnia wraz s pewng funkejs

g: R — R réwnanie

351. Zaldzmy, ze Ay,..., A, sa zbiorami czteroelementowymi o zadanej wlasnosci. Niech

Ay = {a,b,c,d}. Niech I4 bedzie zbiorem tych numeréw i (2 < i < n), dla ktérych a € 4;.
Analogicznie okreslamy zbiory I, I, I4. Zbiér A ma z kazdym innym zbiorem 4; dokladnie
jeden element wspdlny. Stad wynika, ze zbiory la, Iy, Ic, Iy sa rozlaczne, a ich suma jest
calym zbiorem {2,...,n}. Mozna przyjaé¢ (zmieniajac ewentualnie oznaczenia), ze I, jest
najliczniejszym z tych czterech zbioréw. Zalézmy, ze liczy on m elementdw. Zachodzi wige
nieréwnodé m > (n — 1)/4.

Mozemy tez zalozyé (w razie potrzeby znéw zmieniajac oznaczenia), ze I, = {2,...,m+1}.
Wobec tego a € 4 Nds N...NAy,p1. W mysl postulowanej wlasnoéci, a nie jest elementem
wszystkich zbioréw A;; tak wigc m 4+ 1 < n oraz a € A,. Kazdy ze zbioréw Ay, 49, ..., Ay
zawiera jakis element zbioru Ay; sa to rézne elementy (bo kazde dwa zbiory A;, A;

o numerach 1 <1 < j €< m+1 maja juz wspdlny element o). W takim razie liczba tych zbioréw
nie przekracza 4, a to znaczy, ze m < 3. W polaczeniu z uzyskana wczesniej nieréwnoscia daje
to oszacowanie n < 13.

Nietrudno sprawdzié, ze okreslajac
A = {i—11, i-5, i-1, ¢, +2, i+8, +12}n {1, ..., 13}

dlai =1,...,13 otrzymujemy przyklad trzynastu zbioréw spelniajacych podane warunki.
Zatem n = 13 jest najwicksza mozliwa wartodcia n.

352, Wystarczy wykazaé, ze f' jest funkcja monotoniczna. Przypuéémy wiec, ze tak nie jest.
Dla pewnej tréjki liczb rzeczywistych a < b < ¢ zachodza wéwczas nierdwnosci

F'(a) < f'(8) > f'(c) lub  f'(a) > f(b) < f'(c);
przyjmijmy pierwszy wariant (drugi jest analogiczny).

We#my dowolna liczbe w spelniajaca awiazki f'(b) > w > max{f'(a), f'(c)}. Pochodna kazdej
funkcji rézniczkowalnej rzeczywistej ma wlasnoéé Darboux. Istnieja wige liczby u € (a;b) oraz
v € (b;c) spelniajace réwnanie f'(u) = w = f'(v). Zgodnie z zalozeniem, f(u) = g(f'(u)) oraz
f(w) = g(f'(v)). Tak wiec f(u) = f(v). Niech p i ¢ beda punktami przedzialu (u; v}, w ktérych
funkcja f osiaga swoje wartodci ekstremalne na tym przedziale:

flp) = ufsnzigy f(=), flg) = Jg‘fg‘,, f(z).

Z réwnosci f(u) = f(v) oraz f'(u) = f'(v) wynika, ze f'(p) = f'(g) = 0; zatem
f(p) = g(0) = f(q). Stad wniosek, ze funkcja f jest na przedziale (u;v) stala, i wobec tego
f(z) =0dlaz € {(u;v). Ale f'(b) > w = f'(u). Otrzymana sprzecznoié¢ koriczy dowéd.

n|sak — (n — k). Rozpatrujac wszystkie ¢

ystoscl b
Tigr+..+w
8 B s, -

par nieparzystosc

Sl R ]

Pytanie dodatkowe: Ile jest takich ustawien?
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