Zasada szufladkowa Dirichleta w mechanice

Henryk ZOEADEK

Zastosowania zasady Dirichleta, ktore opisujemy
ponizej, opieraja sie na jednym podstawowym
zjawisku.

Niech S! bedzie okregiem parametryzowanym przez
kat mod 27. Rozwazmy obrdt tego okregu o kat a.
Obrazy punktu ¢ przy powtarzaniu obrotu tworza
zbidr

p, p+a, p+2a, p+3a,.., (mod2m)
nazywany orbitg punktu ¢.
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Twierdzenie 1.

(a) Jesli /27 = p/q, q¢ > 0, jest utamkiem
nieskracalnym, to orbita kazdego punkiu okregu jest
zbiorem g-elementowym.

(b) Jesli /2w jest liczbq niewymiernq, to orbita
kazdego punktu okregu tworzy zbior wszedzie gesty na
okregu.

Zbiér A jest wszedzie gesty na okregu, jedli kazdy tuk zawiera

przynajmniej jeden punkt zbioru A.

Dowéd tego twierdzenia, w przypadku (b)

przeprowadzony za pomoca zasady szufladkowe;j

Dirichleta, pojawial sie w Delcie wiele razy

(np. w artykule R. Kolodzieja o Wielkim Twierdzeniu

Ponceleta w numerze 6/1997). Jego zastosowania

wykraczaja poza mechanike, o czym mozna przekonaé

sie np. rozwiazujac samodzielnie ponizsze zadanie (tez

juz w Delcie omawiane).

Zadanie.

Rozwazmy cigg pierwszych eyfr poteg dwdjki:
1,2,4,81,3,6,1,2,5,1, 2,4, 8,...

Czy wystgpi w tym ciggu cyfra 72

Okazuje si¢, ze w zaskakujaco duzej liczbie przyktadow
mechanicznych i geometrycznych zachodzi alternatywa
analogiczna do tej z Twierdzenia 1.

Przyklad 1. Obmotka torusa. Torus 7 jest to
iloczyn kartezjanski dwu okregéw, T2? = S! x S';
torus wyglada jak powierzchnia detki (Scislej: jest
jej topologicznie réwnowazny). Wygodnie jest
przedstawiac go jako plaszczyzne ¢1, ¢z zwinieta
w dwu prostopadlych kierunkach: wszystkie linie
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1 = 2wk sa utozsamiane; podobnie jest z liniami
2 = 2Tm.
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Rys. 2.

Rozwazmy punkt materialny na plaszezyznie ¢, 9,
poruszajacy si¢ ruchem bezwladnym i prostoliniowym
(przyspieszenie jest réwne zeru). Réwnania ruchu sa
postaci

(1) p1=w1, P2=ws,
gdzie wy,ws sa skltadowymi stalej predkosci punktu,

a kropka oznacza pochodna wzgledem czasu.
Rozwiazaniami sa proste

(2)  ei(t) = 1(0) +wit, @a(t) = p2(0) +wat .

Réwnania ruchu i ich rozwigzanie (2) mozna teraz
zrzutowaé na torus. Otrzymamy tak zwana obmotke.
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Rys. 3. Obmotka torusa.

Moéwimy, ze liczby w1, we sa wymiernie niezalezne,
jesli z réwnosel kywy + kows = 0, z catkowitymi ki,
ko, wynika, ze k; = ko = 0. Na przyktad: v6 i V8 sa
wymiernie niezalezne, a V2 1 v/8 - nie.

Twierdzenie 2.
(a) Jesli wy 1wy s¢ wymiernie zalezne, to kazda krzywa
fazowa (2), zrzutowana na torus, jest zamknieta.
(b)Jesli wy iws sqg wymiernie niezalezine, to kazda
krzywa fazowa (2) jest wszedzie gesta w torusie.
Dowdéd.
(a) Jedli kyw + kows = 0, k2 + k2 # 0, to réwnania
z niewiadoma T,

e1(T) = p1(0) + 27ka,  @a(T) = 2(0) — 27k, ,

sa niesprzeczne. Ich wspdlne rozwiazanie stanowi okres
krzywej (2) na torusie.



(b) Gdy w; i wy sa wymiernie niezalezne, to

liczba wy /wy jest niewymierna. Rozwazmy punkty
kolejnych przecieé krzywej fazowe] (2) z poludnikiem
1 =0 (mod 27) (rysunek 4). Ich szerokosci
geograficzne beda réwne

Y2k = 2,0+ 2m(we /w1 )k  (mod 2m).
To za$ jest orbita punktu ¢ o okregu wzgledem
obrotu o kat 2wws/wy. Z Twierdzenia 1 wynika,
ze jest ona gesta na okregu. Poniewaz kolejne galezie
trajektorii (2) w T2 sa réwnolegle, wiec dostajemy
stad gestodé calej krzywe] (2) w torusie.
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Rys. 4.

Przyklad 2. Krzywe Lissajous. Figury Lissajous
mozna ogladaé¢ na oscyloskopie, jesli poda si¢ dwa
niezalezne oscylujace napiecia na cewki odchylajace.
Matematycznie opisuja sie one nastepujaco.

W prostokat |z1| < Ay, |z2| < A2 wpisujemy krzywa

(3) ;= Aysin(t + a1), x2 = Agsin(wt + as).

Poruszajacy sie punkt materialny dokonuje
niezaleznych drgan: z czestotliwodcia 1 1 amplitudg A,
w poziomie i z czestotliwoscia w 1 amplituda As

W pionie.

Aby znalezé ksztalt tej krzywej, wezmy walec

z podstawa o promieniu A; i taéme o szerokosci 24,.
Narysujmy na taémie sinusoide o okresie 2mA; fw

i amplitudzie A i naklejmy ja na powierzchnie
boczna walca. Okaze sie wtedy, ze rzut sinusoidy na
plaszezyzne @, z» to wiasnie krzywa Lissajous.

Rys. 5.

Ksztatt krzywej Lissajous w istotny sposdb zalezy od
liczby w. Na przyklad, dlaw = 11 oy = a2 krzywa (3)
to przekatna prostokata. Dlaw =1lias =a; + 7
dostajemy druga przekatna.

Zadanie.

(a) Wykazaé, ze dla w = 1 pozostate krzywe Lissajous sq
elipsami o §rodku w 0. Przeiledzié, jak zmientajq sie pray
mianie og z Q.

(b) Dowiedzieé sig, co to sq wielomiany Czebyszewa 1 wykazad,
zedlaw=mn, o1 = —7/2, ag = —nw/2 krzywa Lissajous lezy
w wykresie wielomianu Czebyszewa.

Twierdzenie 3.

(a) Jesliw jest liczbqg wymierng, to krzywae Lissajous
jest krzywq okresowq (zamknielg). (b)Jesli w jest liczbg
niewymierng, to krzywa Lissajous zapetnia gesto ekran

oscyloskopu.
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Rys. 6. Przyklady krzywych Lissajous.
Dla dowodu tego twierdzenia potrzebny nam bedzie

Przyklad 3. Male drgania ukladu niezaleznych
wahadel. Réwnanie wahadla w przyblizeniu dla
malych drgan (tzn. tam, gdzie sin z & 2) ma posta¢

&=—(g/l)z
(g jest przyspieszeniem ziemskim). Mozna zawsze
dobra¢ skale czasu tak, aby wspélezynnik przy a
wynosit 1. Zaltézmy, ze mamy dwa niezalezne takie
wahadta (np. jedno podwieszone pod drugim);
odpowiada im uktad réwnan

(4) 2.‘:’1 = —I, :.1.22 = —wzs:g .
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Rys. T.

Energia kazdego z wahadel sklada sie z energii
kinetycznej %v?, gdzie v; = &;, oraz z energii

potencjalnej %m% (lub %wzx%) i jest stala:
1 1 1 1
(5) 5?)% + 53% = F, 51}% + 5&)227% = k5.

Réwnania (5) okreslaja w czterowymiarowe]
przestrzeni z1, z», v1, vo dwuwymiarowa powierzchnie.
Jest to iloczyn kartezjanski krzywych zadanych

w plaszezyznach fazowych x1, vy 1 29, v obydwu
ukltadéw. Poniewaz krzywe te sa topologicznie



okregami, wiec uktad réwnai (5) opisuje torus 72
w ]R4 . {(1'1,33'2,1)],1}2)}.

Lemat. Rownania (4)majg rozwigzania postaci (3).

Rzeczywiscie, przekonujemy sie o tym rézniczkujac
dwukrotnie funkcje 2 2(t). Przy okazji sprawdzamy,
ze v1 = Aj cos(t + ay), va = w cos(wt + aa).

Jedli teraz A} = 2E,, A2 = 2E,, to krzywa fazowa
{z1(t), 22(t), v1(t), v2(t)} lezy na torusie (5).
Wprowadzmy jeszcze zmienne katowe @1, 2 na torusie
tak, aby

tgpr = v /z1, tges = va/was.
Wtedy okaze sieg, ze:
1) @1(t) =t + i, pa(t) = wt + as, czyli rozwigzanie
uktadu (4) okresla obmotke torusa.
2) Prostokat |zy| < Aj, |o2| < Az jest rzutem
torusa (5) na plaszczyzne x, .

3) Rzuty krzywych fazowych uktadu (4) sa krzywymi
Lissajous w prostokacie.

Stad wynika Twierdzenie 3.

Przyklad 4. Ruch w polu centralnym.
Niech # = (21, ) oznacza wektor w [R? i niech

r = 1/a? + 3 oznacza jego dlugosé. Oznaczmy

przez é, = &/r jednostkowy wektor w kierunku

i #0,aprzez €, = (—x2,1)/r jednostkowy wektor
w kierunku zmian kata biegunowego ¢ (rys. 8). Mamy
Z£=rex

Ruch punktu materialnego w centralnym polu sit jest
opisany wzorem Newtona

i = F(r)é,.
Na przyktad, dla wahadta sferycznego w przyblizeniu
dla malych drgan mamy F(r) = —r, a dla zagadnienia

Keplera (czyli ruchu w polu grawitacyjnym
wytworzonym przez mase umieszczona w T = () jest
F(r) = —er—2.

Z mechaniki wiadomo, ze w takim uktadzie

jest zachowywana jego energia catkowita

E = |#?/2+ U(r), gdzie U(r) = — [ F(s)ds jest
energia potencjalng. Co wiecej, drugie prawo Keplera
moéwi, ze zachowany jest moment pedu punktu
wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych.

Moment pedu to iloczyn wektorowy promienia
wodzacego 7 i wektora pedu & (mase przyjelisSmy
réowna 1). Mamy zatem

M = |Z x ;E'] = |o1d&9 — z2&1| = const.

Zadanie.

Udowodnié, ze M(t) =const 1 Ze jest to réwnowazne stalosci
predkosei polowey: w jednakowych odstgpach czasu wektor
wodzqey zakresla rdwne pola (rys. 8).

Niestety, teraz musimy dokonaé pewnych
przeksztalcen. Checemy rozdzieli¢ zmienne

1 dlatego przejdziemy do biegunowego ukladu
wspolrzednych r, .

Lemat. Zachodzq zaleznosci:
(6) Z =78 + 198,
oraz

é} = péy, é:p = —pé, .
Dowdd na podstawie rysunku 8 pozostawiamy
Czytelnikowi.
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Rys. 8.
7 lematu wynika, ze 3
M = |(ré:) x (Fér + r¢e,)| = r?¢, dlag >0.
Aby zapisa¢ rownania Newtona w nowych
wspolrzednych, rézniczkujemy réwnanie (6)
wykorzystujac powyzsze wzory. Dostaniemy
Z=(ré + ro€y) = (F — r¢?)ér + (219 + rP)é, .
Poniewaz sita wynosi F(r)é,, wiec poréwnanie

sktadowych radialnych daje # = F(r) + r¢?. Jedli
uwzglednimy prawo zachowania momentu pedu

(7) $=M/r?,
to zmienna r wydzieli sie: otrzymamy réwnanie
F= V),

~gdzie V(r) = U(r) + M?/2r? jest taw. efektywnq

energig potencjalng. Jednokrotne scatkowanie prowadzi
do prawa zachowania energii, $72 + V(r) = E, ktére
pozwala wyliczy¢ predkosé zmian r:

T =+\/2(E - V(r)).
Z drugiej strony, réwnanie (7) okresla predkoéé
zmian . Oba réwnania pozwalaja wyznaczyé
réwnanie trajektorii ¢ = ¢(r). Dzielac je stronami,
czyli eliminujac czas, dostajemy

d_zp B M/r?
®) dr — +\/2E-V(r)

To réwnanie mozna po prostu scatkowaé (choé

nie zawsze odpowiednia catka wyraza si¢ przez
kwadratury). My ograniczymy sie do opisu ruchu.



Zatozmy, ze wykres efektywnego potencjalu ma Nietrudno tu dostrzec obroty, np. kolejne powroty

ksztalt pokazany na rysunku 9. Réwnanie (8) moze na okrag apocentryczny. Jesli kat o z rysunku 9 jest
zachodzié tylko dla V(r) < E, czyli w pierscieniu niewspéimierny z 7, to trajektoria dowolnego punktu
Pmin < |Z] € Pmax. Ten pierScien pelni role prostokata jest gesta w pierécieniu, a w przeciwnym przypadku
z teorii figur Lissajous. jest krzywa zamknieta. Mozna tutaj tez znalezé torus

T? C R* z obmotka, ktérej rzut jest nasza trajektoria.

o
v Jako ciekawostke przytocze przeksztalcenie (znalezione przez
K. Bolina), ktére zamienia uklad wahadla sferycznego w uklad
Keplera: jesli zespolona funkcja z = z(t) = oy +izz € C
spetnia rdwnanie Hooke'a 2 = —z, to zmienna Z = 22 z nowym
czasem T, dla ktdrego moment pedu pozostaje staty, spetnia
B réwnanie powszechnego cigzenia d?Z/dr? = —cZ/|Z|3.
Otrzymuje si¢ stad okresowoéé orbit keplerowskich, a nawet
wigcej, mozna wykazaé, ze gdy zmienna z(t) zakreéla elipse
o érodku w 0, to Z(7) = 2%(t) zakresla elipse z ogniskiem w 0
S s (pierwsze prawo Keplera). Zainteresowanym polecam ksiazke
V.I. Arnolda Huygens i Barrow, Newton ¢ Hooke (po rosyjsku).
Rys. 9. . . . 4t G
> Przyktady, ktérych nie udalo sie nam oméwié, to
Gdy w (8) mamy znak + i 7 roénie, to ro$nie m.in. geodezyjne na powierzchni obrotowej i na
takze 1 ¢. W pewnym momencie r osiaga wartoéé elipsoidzie tréjosiowej, oraz ogdlne caltkowalne uktady
maksymalna (apocentrum). Nastepuje zmiana znaku hamiltonowskie. Okazuje sie, ze jesli uktad jest
w pierwiastku, r za$ zaczyna male¢. Potem r osiaga catkowalny, to przestrzen jego mozliwych potozen
perycentrum ryin, ZNOWU zaczyna rosnac i sytuacja rozbija si¢ na torusy, na ktérych trajektorie tworza
powtarza sie. obmotki (twierdzenie Liouville’a~Arnolda).

Redaguje Lukasz WIECHECKI

M 838. Dany jest taki tréjkat ABC, ze |AB| = |BC| oraz £ZBAC = 80°.
Punkt T nalezy do odcinka BC' i |BT| = |AC|. Znalezé kat TAC.
Rozwiazanie na str. 12

M 839. Niech n, m, k beda liczbami naturalnymi, m > n. Ktéra liczba jest

wieksza:
\/n+\,!m+w/n+‘.. czy \/m—l—\!n+\/m+.”?

W kazdym z powyzszych wyrazen jest k pierwiastkéw kwadratowych, a n i m
wystepuja na przemian.
Rozwiazanie na str. 3

M 840. Wyznaczy¢ taki najmniejszy przedzial A liczb rzeczywistych, ze dla
kazdego a € A istnieja b, c € A, spelniajace uklad réwnan
a+b+ec=15,
ab+ ac + be = T72.

Rozwiazanie na str. 2

Przygotowali Eryk i Wojciech KOPCZYNSCY

Ponizsze zadania tatwo jest rozwiazaé stosujac rachunek catkowy. Zachecamy do
rozwiazania ich bez stosowania rachunku catkowego.

F 471. Obliczy¢ energi¢ potencjalng samooddziatywania grawitacyjnego
Jjednorodnej kuli o masie M i promieniu R.
Rozwiazanie na str. 13

F 472. Obliczyé moment bezwtadnosci jednorodnego stozka o masie M
1 promieniu podstawy R wzgledem osi symetrii.
Rozwiazanie na str. 13
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