O poczatkowych cyfrach symboli Newtona

Waldemar POMPE

Grzegorz Bartczak i1 Andrzej Nowicki (Poczqtkowe cyfry symboli Newtona,
Delta 9/1997, str. 14) dowodza nastepujacego ciekawego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Niech C i k beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Wowcezas
istnieje taka liczba naturalna n, ze poczgtkowe cyfry rozwinigcia dziesi¢tnego
liczby (:) pokrywajq si¢ odpowiednio z cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Autorzy pytaja tez, czy powyzsza wlasnos¢ maja liczby postaci (2?,:‘) lub n!.
W przypadku liczb n! odpowiedz jest pozytywna, a pytanie pojawialo sie juz
na olimpiadach matematycznych w réznych krajach (patrz np. Delta 11/1994,
str. 16). Ponizej uogdlnimy twierdzenie 1, a takze udowodnimy, ze istotnie
liczby (2:) maja wiasnos¢ opisana w powyzszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2. Dany jest ciag (a,) liczb dodatnich rozbiezny do
nieskonczonodci oraz liczba naturalna C. Jesli
5 an+1 ].
1 lim 14+ —,
( ) n—oo (dy < + C
to cigg (a,) zawiera nieskonczenie wiele wyrazow, kiorych poczqthowe cyfry
rozwiniecia dziesietnego sq odpowiednio rowne cyfrom rozwiniecia dziesielnego

liczby C'.

Oto przyklad zastosowania twierdzenia 2. Niech W bedzie wielomianem stopnia
dodatniego o wspdlezynnikach rzeczywistych, ktérego wspdlezynnik pray
najwyzsze] potedze jest dodatni. Wowcezas poczawszy od pewnego miejsca
ciag (W(n)) jest ciagiem liczb rzeczywistych dodatnich, W(n) — oo dla n — co
oraz lim Lo b) .
n—oo W(n)
wystepuje nieskorniczenie wiele wyrazéw, ktérych poczatkowe cyfry rozwiniecia
dziesietnego sa odpowiednio réwne cyfrom liczby C'. W szczegdlnoscei, biorac
W(z) = :c) _ sz 1)ulz=hil)

= 1. Zatem, dla kazdej liczby naturalnej C' w ciagu (W (n))

= , otrzymujemy twierdzenie 1.

k k!
Dowdd twierdzenia 2: Rozpatrzmy przedzialy:
(2) [ +1ogC,j+1log(C +1)], f=p.1.92 ..

Na mocy ciaglodci i monotonicznosei funkeji logarytmicznej nieréwnosé (1)
mozemy przepisaé w nastepujacej réwnowaznej postaci

lim (logan4+1 —loga,) < log(C + 1) — logC'.

n—o00

Istnieje wiec taka liczba naturalna m, ze dla kazdej liczby naturalnej n > m
log any1 — loga, < log(C + 1) —logC'.

Innymi stowy, od pewnego miejsca réznice miedzy kolejnymi wyrazami

ciagu (log a,) sa mniejsze niz dtugosé kazdego z przedzialéw (2). A poniewaz
log a, — oo, wiec ktérys z wyrazéw ciagu (logay,) znajdzie sie wewnatrz
ktoregos z przedzialéw (2). Dla pewnych k, m € N mamy wéwezas

k+logC <logan, < k+ log(C + 1),

czyli C - 10% < a,, < (C + 1) - 10¥. Poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego an,
pokrywaja si¢ wiec z kolejnymi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Udowodnimy teraz, ze takich liczb a,, jest nieskoriczenie wiele. Przypusémy,

ze tych liczb w ciagu (a,) jest skorficzenie wiele i niech a,,, bedzie ostatnia

z nich. Wtedy ciag (@my+4n)ne, spelnia zatozenia twierdzenia 2. Zatem

dla pewnego p > mg poczatkowe cyfry rozwinigcia dziesietnego liczby a,
pokrywaja sie z odpowiednimi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C', whrew
przypuszezeniu, ze @, byla ostatnia taka liczba. m

Twierdzenie 2 nie stosuje sie do ciagu a, = (2:”), ktéry — moéwiac niescisle — zbyt
szybko rosnie. Podstawa do dalszych rozwazan bedzie nastepujace twierdzenie,
ktére w Delcie wielokrotnie juz bylo omawiane.
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Twierdzenie 3. Dana jest liczba niewymierna dodatnia o oraz liczby rzeczywiste
a < b. Niech z > a. Wéwczas istnieje taka liczba naturalna m, Ze ktdrys
z wyrazow skoniczonego ciggu
Ty =2+ na, gdzte n=20,1,2,...,m,
lezy w jednym z przedziatow (a,b), (1+a,1+0b), (24 a,24+0), ...
Liczbe m mozemy obliczyc znajqc jedynie liczby o 1b — a.
Korzystajac z tego rezultatu udowodnimy

Twierdzenie 4. Dany jest ciag liczb dodatnich (ay). Jesl isinieje granica

. Un41
lim —*
1 —00 (},ﬂ

=g>1

ilogg jest liczbg niewymierng, to dla dowolnej liczby naturalnej C' w ciggu (ay, )
wystepuje nieskonczenie wiele wyrazdw, ktorych poczatkowe eyfry rozwinigcia
dziesieinego sq odpowiednio réwne cyfrom rozwiniecia dziesietnego liczby C.

Dowdd: Skorzystamy z twierdzenia 3 dla a = logg oraz

a=2logC + tlog(C+1), b= %IogC + 2 log(C + 1). Poniewaz

(4) lin;o(log dn41 —loga,) =logg >0,

wiec loga, — oco. Zatem bez straty ogdlno$ci mozemy przyjac, ze log a, > a dla
kazdego n. Skoro znamy juz liczby « i b — @, mozemy obliczy¢ odpowiadajaca im
liczbe m, o ktérej jest mowa w twierdzeniu 3. Na mocy réwnosci (4) istnieje taka
liczba naturalna s, ze

b—a

[logayy1 — loga, — | < dla kazdego n > s.

Przyjmijmy z = log a,. Wéwezas, na mocy twierdzenia 3, istnieje taka liczba
naturalna k oraz liczba j € {1,2,...,m}, ze

(5) k+a<logas+jo<k+b.

7 drugiej zas strony, z nieréwnosci tréjkata otrzymujemy

|logasyj —logas — jo| < [logasyj —logasyj—1 — al+

b —g
+|logasyj—1 —logasyj—2 —a|+ ...+ |logas41 —loga, —a| < j- = <b-a.
Stad
(6) —b+a<logasq; —loga, —ja<b—a.

Dodajac stronami nieréwnoscei (5) i (6) dostajemy

k+logC <logasy; < k+log(C+1), czyli  C-10* < a,4; <(C+1)-10%.
Oznacza to, ze poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesietnego liczby a,4; pokrywaja
sie z odpowiednimi cyframi rozwiniecia dziesietnego liczby C'. Dowdd, ze takich
liczb w ciagu (ay) jest nieskornczenie wiele, jest identyczny jak w przypadku
twierdzenia 2, wiec go pominiemy. m

Zastosujmy twierdzenie 4 do ciagu a, = (**). Mamy

f B gy AL
n—co  dy n—oo 14 1

7 twierdzenia o jednoznacznoéci rozktadu liezb naturalnych na czynniki pierwsze

wynika, ze liczba log4 jest niewymierna. Zatem

dla dowolnej liczby naturalnej C' istnieje nieskoticzente wiele liczb postaci (if),

ktorych poczatkowe cyfry rozwiniecia dziesielnego pokrywajq si¢ z cyframai

rozwintecia dziesielnego liczby C'.

Twierdzenie 4 stosuje si¢ réwniez do wielu innych ciagéw, na przyktad: a, = 27,
a, = 7" lub ogdlnie a, = k", gdzie k jest liczba naturalna nie bedaca catkowity
potega liczby 10. Mozna tez wziaé
3n n 17" + mn
aﬂ:(n)l gy = 2% 0’ aq = [6" -], ﬂn=[m]

oraz wiele innych.

Zakoniczmy pytaniem do Czytelnikéw: Czy istnieje taka liczba naturalna k,
ze rozwiniecia dziesietne liczb 2% i 5% rozpoczynaja sie od uktadu cyfr 1998 7
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